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FORORD.
Foreliggande uppsats år avsedd fiir sådana for geometriens principfrågor intresserade, som 

ej ha tid eller tillfålle att taga nårmare kånnedom om den ganska vidlyftiga litteratur, som bc 
handlar geometriens grunder. Av denna anledning forekomma ytterst få litteraturanvisningar i 
texten. Sådana åro också numera tåmligen bverflbdiga; de kunna ju lått erhållas i Encyklopådie 
der Mathematischen Wissenschaften. Till detta verk hånvisas den, som vill arbeta sig grundligt 
in i geometriens principfrågor. Andra låmpliga arbeten åro Weber-Wellstein, Encyklopådie der 
Elementar-Mathematik, Bd II och Eimques, Fragen der Elementargeometrie. Det senare arbetet 
innehåller en samling av uppsatser, skrivna av flera italienska. matematici. Den forstå delen be- 
handlar geometriens grunder, andra delen sysslar med de geometriska konstruktionerna.

Forstå och tredje kapitlen av detta arbete innehålla en revision av Euklides’ elementer och 
kunna nårmast betraktas som en kommentar till Hilberts ryktbara Grundlagen der Geometrie. 
Detta arbete torde knappast med tillbbrlig behållning kunna. studeras av en med åmnet obekant 

låsare. Det bor dårfor vara ett åtminstone ej helt och hållet bverflbdigt arbete att nårmare ut
fora Hilberts idéer, så att clet klart och tydligt framgår, att den euklideiska geometrien kan 
deduceras ur det system av axiom, som år att finna i Hilberts Grundlagen. Citaten ur Euklides’ 
elementer åro håmtade ur Strømers svenska skolupplaga.

Andra kapitlet av detta arbete behandlar de icke euklideiska geometrierna, i vilka parallell
axiomet negeras. Dår studeras egenskapema hos ett system av kurvor och ytor, som ha en del 
av de egenskaper, som i den vanliga euklideiska geometrien tillkomma råta linjer och plan. Just 
denna metod har Wellstein begagnat i Encyklopådie der Elementar-Mathematik. Hans fram’ 
stållning år rent geometrisk och dårfor ur metodisk synpunkt overlågsen min, som begagnar sig 
av den matematiska analysen. Till gengåld fiir min framstållning raskare till målet och bor 
också vara låttfattligare. Det forutsåttes, att låsaren kånner till den analytiska geometrien och 
elementen av infinitesimalkalkylen.

Jag hade fiir flera år sedan tånkt att publicera en framstållning av geometriens grunder. 
1 denna. skulle forst den projektiva geometrien grund låggas och dårefter kongruensbegreppen 
inforas, varefter den euklideiska och de icke-euklideiska geometrierna skulle behandlas paraUellt. 
Från denna min avsikt har jag emellertid, åtminstone tilis vidare, avstått. En aning om den 
projektiva geometriens betydelse fiir måttgeometrien torde emellertid åven den med projektiv 
geometri obekante låsaren av foreliggande arbete få, ehuru framstållningen i § 3 av betydelsen 
av Desargues' sats kanske år allt fiir sammantrangd.

For begripandet av detta arbete fordras vana vid matematiskt tankande och forståelse for 
betydelsen av en strångt logisk bevisforing. For bvrigt fordras mycket små matematiska for- 
kunskaper.



Geometriens grunder.

Geometrien kan, om man så vill, betraktas som en naturvetenskap. De naturvetenskapliga meto- 
toderna, observationer och experiment, icke blott kunna utan måste anvåndas vid inlårandet av 
de allra forstå geometriska insikterna. På detta sått erhollo troligen de gamla egyptierna sina 
ej obetydliga geometriska kunskaper. Samma metod anvåndes an i dag vid den forstå geome
triundervisningen i våra skolor, helt såkert dock i alltfor ringa grad. Emellertid skulle de natur
vetenskapliga metoderna ensamma ej fora langt. De forskningsmetoder, som åro karakteristiska 
for den rena matematiker), måste inforas langt tidigare och i langt stbrre utstråckning ån inom 
någon annan naturvetenskap.

Skall geometrien betraktas som en naturvetenskap, och såsom en sådan fa vi betrakta geometrien, 
så fort den anvåndes praktiskt eller som grundval for de ovriga naturvetenskaperna, måste den 
givetvis åtminstone utgå från vissa erfarenhetsron, den lika val som exempelvis den matematiska 
fysiken. Det for geometrien egendomliga år, att dessa erfarenhetssatser, som vi bruka kalia 
axiom och postulat, kunna goras relativt få till antalet, och att deras innehåll år så enkelt, att 
den alldagligaste erfarenhet synes såtta oss i besittning av dem. Sedan kan man inom geome
trien reda sig med den rent logiska deduktionen, åtminstone så snart det galler att overtyga sig 
om giltigheten av ett påstående. Bortse vi från, huru axiomen och postulaten vunnits, och endast 
fåsta oss vid den efter nåmnda satsers faststållande anvanda metoden, biir geometrien ren mate
matik i lika hbg grad som någon annan gren av matematiken. Men då fordras givetvis, att vi 
ståndigt kunna hånvisa till postulaten eller axiomen och ej på nytt behova gripa till åskådnin- 
gen. Det år grunderna for en sådan rent vetenskaplig geometri, vi i det foljande skola studera. 
Huru axiom och postulat forvårvas, intresserar oss hårvid ej. Blott så vida det biir fråga om 
en praktisk anvåndning av geometrien, måste vi hålla på, att våra forutsåttningar ej strida mot 
erfarenheten.

Vi gå nu att undersoka, huruvida den for oss alla vålbekanta geometriska lårobyggnad, som 
vi påtråffa i Euklides’ elementer, har de kånnetecken, som vi ovan uppstållt såsom utmårkande 
for en rent matematisk geometri. Se vi forst på hans till forstå boken horande definitioner, 
finna vi genast brister. Definitionerna på punkt, råt linje och plan åro under all kritik. Andra 
begrepp, såsom lika stråckor och lika vinklar, har han ej ens forsbkt sig på att definiera. Men 
det år också. klart, att ej alla geometriska begrepp kunna strångt definieras. Kvar måste alltid 
finnas en rest av odefinierade begrepp, formedelst vilka. de andra definieras. Den saken år lika 
tydlig, som att ej alla satser kunna bevisas, utan att det måste återstå en rest av obevisade 
satser, axiom och postulat, med vilkas tillhjålp lårosatserna bevisas. Helt såkert har ej Eukli
des sjålv ansett, att han strångt definierat begreppen punkt o. s. v., utan han har nog endast 
velat låmna en ordforklaring, for så vitt ej dessa definitioner åro av andra gjorda tillsatser, vilket 
ju mycket val år mojligt. Det stora flertalet av hans definitioner åro ju fullkomligt monster- 
gilla. Och de ko in pi etteras, dar så år behovligt, av problem, i vilka visas, att de definierade 
begreppen verkligen existera. Att problemen åro att betrakta som existensbevis, år nåmligen 
tydligt. 1 praktiken kunna ju konstruktionerna i regel utforas på vida bekvåmare sått.
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Se vi dåremot nårmare efter, om Euklides verkligen bland sina axiom och postulat uppfbrt 
alla de bevisgrunder, han sedan anvander, finna vi, att så ej ar forhållandet. Det klickar redan 
i 1 : i. Dår talas om snittpunkten mellan två cirklar. Att en sådan existerar, lår oss intet av 
postulaten eller axiomen, men val åskådningen. Beviset av forstå kongruensfallet år ej alis något 
bevis utan endast ett idealiserat experiment. Det vore lått att påpeka flera svaga punkter. 
Det sagda torde emellertid vara nog for att klargbra, att en revision av Euklides elementer år 
nodvåndig. Att en sådan revision ingalunda år någon lått uppgift, visar det faktum, att det 
drojde till slutet av 1800-talet, innan en fullt strång framstallning av geometriens grunder såg 
dagen. Sådana ha nu levererats efter ganska skiljaktiga metoder av llera forfattare. Ryktbarast 
och kanske enklast år Hilberts i hans Grundlagen der Geometrie.1

Att det drojde så lange, innan geometrien stalldes på fullt såkra flitter, berodde ej endast 
på problemets svårigheter. Fbrst under 1800-talet tog intresset for matematikens principfrågor 
riktigt fart. De andra grenarna av matematiken grundades fbrst då fullt rationellt. Under 
samma århundrade sågo också de så kallade icke-euklideiska geometrierna dagen. Kritik hade 
mycket tidigt beståtts det så kallade parallellaxiomet. Den påborjades redan av grekerna och 
avstannade aldrig helt. Vid mitten av 1800-talet visade nu oberoende av varandra ungraren 
Bolyai och ryssen Lobatschefsky, att detta axiom ej kunde bevisas med tillhjålp av de bv- 
riga, i det de konstruerade en geometrisk lårobyggnad, i vilken detta axiom fbrnekades. Sat- 
serna i detta system verka visserligen vid forstå anblicken i hogsta grad paradoxala. Vinkel- 
summan i en triangel år stådse mindre ån två råta och mindre, ju storre triangelns yta år, så 
att den rent av kan bli huru liten som helst, blott triangelns yta gbres nog stor. Rektanglar 
existera ej, ej heller likformiga trianglar, som ej åro kongruenta. Det linns råta linjer, som 
nårma sig obegrånsat till varandra. utan att dock råkas. Åndå orimligare forefaller det system, 
som sedan konstruerades av Riemann. En triangels vinkelsumma år dår stådse storre ån två råta, 
rektanglar och likformiga, ej kongruenta trianglar existera ej heller. Två råta linjer i ett och 
samma plan skåra varandra alltid, råta. linjen år sluten och av åndlig långd. Forfattarna kunde 
visa, att några motsågelser i dessa geometriska lårobyggnader ej behovde befaras. Klart år, att 
dessa låror måste framtvinga en ordentlig grundlåggning av geometrien, så att alla bevisgrunder 
noga blevo framletade.

1 Vierte Aufiage, Berlin und Leijrzig 1913. Jag har im endast haft tiilgång till andra npplagan.



KAP. I.

Den euklideiska geometriens grunder enligt Hilbert.
Problemet att uppstålla ett system av axiom, som råeker till att bilda grundvalen for den 

euklideiska geometrien, sir, som forut framhållits, ej entydigt bestamt. Det finns många 
vagar att valja. Har man bestamt sig for att betrakta vissa geometriska begrepp som ursprung- 
liga, vilka således ej definieras, år detta val delvis begransat. Man torde avlågsna sig minst från 
Euklides, om man ansluter sig till Hilberts framstållning. Vilka begrepp han betraktar som ur- 
sprungliga, framgår av hans inledning, som hår eiteras:

»Wir denken drei verschiedene Systeme von Dingen: die Dinge des ersten Systems nennen 
wir Punkte und bezeichnen sie mit 4, R, C, ... ; die Dinge des zweiten Systems nennen wir 
Gerade und bezeichnen sie mit a, b, die Dinge des dritten Systems nennen wir Ebenen
und bezeichnen sie mit a, ft, T, ■ ■ ■ \ die Punkte heissen auch die Elements der lineåren Geometrie, 
die Punkte und Geraden heissen die Elemente der ebenen Geometrie, und die Punkte, Geraden und 
Ebenen heissen die Elemente iler råumlidien Geometrie oder des Eaumes.

Wir denken die Punkte, Geraden, Ebenen in gewissen gegenseitigen Beziehungen und be
zeichnen diese Beziehungen durch Worte wie »liegen*, »zwischeno, »parallel*, »kongruent*, 
»stetig««; die genaue und vollståndige Beschreibung dieser Beziehungen erfolgt durch die Axiome 
der Geometrie.

Die Axiome der Geometrie gliedern sich in fiinf Gruppen; jede einzelne dieser Gruppen 
driickt gewisse zusammengehbrige Grundtatsachen unserer Anschauung aus. Wir benennen diese 
Gruppen von Axiomen in folgender Weise:

I. 1—8. Axiome der Verknupfung,
11. 1 —4. Axiome der Anordning,

HI. 1—6. Axiome der Kongruenz,
IV. Axiome der Parallelen,

V. 1 — 2. Axiome der Stetigkeit.»
1 likhet med Euklides skola vi i det fbljande ej i onddan anvånda parallel!- och kontinui- 

tetsaxiomen utan uppskjuta deras anvånding i det långsta.

$ 1. Forknippningsaxiomen (Axiome der Verknupfung).
Dessa axiom behandla »forenade lågen» av punkter, rata linjer och plan.
1:1. Två från varandra skilda punkter A och B beståmma stadse en råt linje a eller AB.
I stållet for »beståmma« anvånda vi en del andra våndningar, exempelvis a »går genoms 

A och »genoms B, a »forbinder« A och B eller B och A, A »ligger på« a eller år »en punkt 
på« a. Råta linjerna AB och AC »skåra varandra« i A eller ha denna punkt gemensam o. s. v.

I: 2. Två godti/ckliga från varandra skilda punkter på. en. råt linje beståmma denna råla linje.
I: 3. På en råt linje finns det åtminstone två punkter, i elt plan, finns det åtminstone tre punkter, 

som ej ligga i råt linje.
I: 4. Tre punkter A, B, C, som ej ligga i råt linje beståmma ett plan a.
d, B, C sågas »ligga i» planet a o. s. v.
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I: 5. Tre godlyckligt valda punkter i et! plan beståmma planet, om de ej liggå i råt linje.
I: 6. Om två punkter A och B på en råt linje a ligga i ett plan a, så ligger varje punkt på a 

i planet a.
Råta linjen a »ligger i» planet « o. s. v.
I: 7. Om två plan a och /? ha en gemensam punkt A, så ha de ånnu en gemensam punkt B. (Så

ledes en gemensam råt linje A B).
I: 8. Det finns åtminstone fyra punkter, som ej ligga i ett och samma plan.
Således: Två råta linjer ha en eller ingen gemensam punkt; två plan ha en gemensam 

råt linje eller ingen gemensam punkt; ett plan och en i detta ej belågen råt linje ha en eller 
ingen gemensam punkt. Genom en råt linje och en punkt utom denna eller genom två var
andra skårande råta linjer går ett enda plan.

§ 2. Anordningsaxiomen (Axiome der Anordnung).
»Die Axiome dieser Gruppe definieren den Begriff »zwischen» und ermoglichen auf Grund 

dieses Begriffes die Anordnung der Punkte auf einer Geraden, in einer Ebene und im Raume.
Erklårung. Die Punkte einer Geraden stehen in gewissen Beziehungen zueinander, zu deren 

Beschreibung uns insbesondere das Wort zwischen dient.»
II: 1. Om A, B, C åro punkter på en råt linje och B ligger mellan A och C, så ligger också 

B mellan G och A.
II: 2. Om A och C åro punkter på en råt linje, så finns det åtminstone en punkt B, som ligger 

mellan A och. C, och åtminstone en sådan punkt D, att C ligger mellan A och D.
II: 3. Av tre punkter på en råt linje ligger alltid en och blott en mellan de båda andra.
Sammanfattningen av alla punkter mellan A och B kallas stråckan AB. Denna ar identisk 

med stråckan BA. A och B åro strackans åndpunkter, de ovriga inre punkter. Det år dessa 
vi åsyfta, då vi tala om punkter på stråckan AB.

II: 4. Låt A, B, C vara tre punkter, som ej ligga i råt linje, och a en rat linje i planet ABC, 
som ej g år genom någon av pvnkterna A, B, C! Om då råta linjen a går genom en punkt på stråckan 
AB, måste den aniingen gå genom en punkt på stråckan BC eller genom en punkt på stråckan AC.

Det år Pasch, som for forstå gangen uppstållt anordningsaxiom i tillråckligt antal.1 II: 4 
hårror från honom. Plan uppstallde sina axiom i direkt anslutning till åskådningen. Det har 
sedan lyckats att i våsentlig grad reducera deras antal. Tlur abstrakta Hilberts axiom åro, fram- 
går redan dårav, att ej fler ån fem punkter behova existera på en råt linje, om II: 4 uteslutes. 
Dessa fem fordrar II: 2. Vehlen2 har låmnat foljande exempel dårpå. For tillfållet beteckna 
vi med symbolen (ABC) det fbrhållande, att B ligger mellan A och C. Vi betrakta foljande 
20 kombinationer:

(ABC), (BCD). (CDE). (DBA), (EAB) (ACE), (CEB), (EBD), (BDA), (DAC)
(CBA), (DCB), (EDC). (AED), (BAE) (EGA), (BEC), (DBE), (ADB), (CAD)

Man finner, att for dessa fem punkter, som kunna placeras på en råt linje, anordningsaxio
men II: 1—3 åro giltiga, att B ligger mellan A och C, D mellan A och B, men ej D mellan
A och C. Vehlen låmnar på samma stålle ett exempel på en konfiguration i av 21 punkter och
21 råta linjer i ett plan med 5 punkter på varje linje och 5 linjer genom yarje punkt, for vil
ken konfiguration 1:1—3 och 11:1—3 gålla, men ej 11:4. Med tillhjålp av detta axiom kunna 
vi bevisa foljande tre satser, som i sin tur utgora grunden for ovriga anordningssatser. Det 
ligger i sakens natur, att bevisen av dessa satser måste bli synnerligen subtila.

1 Vorlesungen fiber neuere Geometrie, Leipzig 1882.
2 A system of axioms for geometry, Transactions of the Amer. Matli. Society 1904.
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Sats 1. Om punkten C ligger mellan A och B och en fjårde punkt D också ligger mellan A och 
B, ligger D antingen mellan A och C eller mellan B och C.

Vi bevisa fbrst, att, om D ligger mellan A och C, kan den ej samtidigt ligga mellan B och 
C. Vi vålja E utom den råta linjen AB (I: 3) och punkten G på råta linjen AE, så att A ligger 
på stråckan EG (II: 2). Då kan ej G ligga mellan A och E (II: 3). Anvånd II: 4 på triangeln AEG
och råta lin jen GD, som går genom D på stråckan 
AG och således måste gå genom en punkt H på stråc
kan GE, då G ej ligger på stråckan AE. Anvåndes 
nu II: 4 på triangeln ABE och råta linjen GD, måste 
denna tråffa stråckan BE i en punkt F, då den enligt 
vår forutsåttning råkar stråckan AB i D, men ej skår 
stråckan AE. G, D, H, F ligga i råt linje. Om nu 
D låge mellan B och G, skulle HF råka de tre stråc- 
korna BE, CE, BG, vilket strider mot II: 4.

Ligga G och D mellan A och B, kunna vi såle
des antaga, att D ej ligger mellan B och C, och skola 
bevisa, att den måste ligga mellan A och G. Vi be- 
hålla konstruktionerna i forrå delen av beviset. Att 
GD skår stråckan BE i en punkt F, år då bevisat. 
Eftersom D ej ligger mellan B och C, men F mellan 
B och E, måste råta linjen DF eller GD råka stråckan 
EG i en punkt H (II: 4 anvånd på triangeln BCE). 
GH eller GD, som tråffar stråckan EG i H, men ej 
skår stråckan AE, råkar således stråckan AG i punkt, 
som år D. Satsen ar bevisad.

Lig 1.

Sats 2. Ligger G mellan A och B och D mellan A och C, ligger också D mellan A och B.
Detta bevis år ånnu kitsligare ån det forrå. Vi vålja G och E som forut och måste då 

erkånna existensen av punkten H på råta linjen GD och på stråckan GE. Att D ligger mellan 
G och H lår os» II : 4, tillåmpad på råta linjen AB och triangeln GEH. Linjen GE skår nu 
stråckan AB,, men ej stråckan AG; således måste den råka stråckan BG i en punkt L. AI? skår 
stråckan GH i D, men tråffar ej stråckan GL; således tråffar den stråckan LH i en punkt, som
år G. Betrakta nu triangeln BGL och tåta linjen GD eller GIF. Eftersom varken G ligger
på stråckan BL, ej heller H på stråckan GL, ligger ej heller D på stråckan BG. Men då år
saken klar. Kåta linjen DH eller GD måste då skåra stråckan BE i en punkt F, och då år
det tydligt, att D ligger på stråckan AB. Svårigheten var således att bevisa, att D ej låg mellan 
B och CL

Sats 3. Om D ligger mellan A och C och G mellan I) och B, ligger också D mellan A och B.
Den, som ordentligt genomgått foregående två bevis, torde med låtthet bevisa denna sats.

Vi sammanfatta de tre satserna i foljande, som med låtthet kan bevisas:
Aro fgra punkter vilka som helst givna på en råt linje, kan man alltid beteckna dessa med A, B,

G, D på sådant sått, att B ligger mellan A och C och mellan A och D, G mellan A och D och mellan
B och D. Punkterna på en råt linje åro oåndligt många.

Punkterna B och G sågas ligga på samma sida om A, dårest A ej ligger mellan B och G. 
I motsatt fali sågas B och G ligga på omse sidor om A eller på var sin sida om A. Foregående 
sats kan då formuleras på foljande sått:

Sats 4. Om punkten C ligger mellan A och B, består stråckan AB av stråclcorna AG och BG, 
som endast ha G som gemene am punkt. Ligga B och G samt B och D på samma sida om A på råta 
linjen AB, ligga åven C och D på samma sida om A. Ligga B och G samt B och D på motsatta

1 Dessa bevis aro modifikationer av dem/ som E. H. Moore låmnat i Transactions of the Americ. Math. 
Society 1902.

2
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sidor om A, ligga Uven flå C och D på samma sida om .4. Ligga dåremot B och C på samma, men
B och 1) på motsatta sidor om ,1, ligga C och I) på motsatta sidor om J.

Foljande definition infores: Om en rat linje a i ett plan a och två punkter A och B, som
ej ligga på a, åro givna i detta plan, ligga A och B på var sin sida om a, ifall stråckan AB och
råta linjen a ha en gemensam punkt. I annat fail sågas de ligga på samma sida om a.

Med hjalp av II : 4 bevisas utan svårighet foljande sats:
Sats 5. Ligga i planet « punkterna A och B samt A och G pa samma sida om råta linjen a, 

ligga åven B och C på samma sida om henne. Ligga A och B samt A och G på var sin sida om a, 
ligga åven då B och G på samma sida. Ligga dåremot J och B pil samma, men A och C på motsatt 
sida om a, ligga B och (’ på motsatt sida om a.

Sammanfattningen av de punkter på en råt linje AB, som ligga på samma sida om A, kallas 
vinkelbenet AB. Ligger A mellan B och B', innehålla vinkelbenen AB och .4B' samtliga punkter 
på råta linjen AB. Vinkelbenet BA dåremot innehåller samtliga punkter på stråckan AB och 

Vinkelbenet Al) såges ligga mellan vinkelbenen AB och .IC, om en råt linje 
BC, som skår dessa senare två vinkelben i B och G respektive, skår vinkel
benet AD i en punkt I), som ligger mellan B och G. Så fort så år forhållan- 
det med en enda råt linje BG, intråffar det tydligen for varje råt linje, som 
tråffar vinkelbenen AB och MG1 i två godtyckliga punkter B' och C'. (Anvånd 
II: 4 på trianglarna BCB' och B'CC'A Vi formulera nu foljande sats, som 
Euklides i ett flertal bevis anvånder utan att uttala:

Sats 6. Varje vinkelben AD, som ligger mellan två vinkelben .1B och A C, 
har den egenskapen, att var och en av dess punkter ligga på samma sida om råta 
linjen AB som punkten C och på samma sida om AG som B. Omvånt, varje punkt, 
som har dessa senare egenskaper, tillhor ett vinkelben AI), som ligger mellan vinkel 
benen AB och At1.

Vad den forrå delen av satsen betråffar, år den redan så gott som be- 
visad. Enligt antagandet skulle ju på vinkelbenen AB och AC finnas punkter 
B och G, en på vardera, så att stråckan BC och vinkelbenet AD ågde en 
gemensam punkt. C och D ligga således på samma sida om råta linjen AB. 
År D' en annan punkt på vinkelbenet AD, ligga ju D och I)’ på samma 
sida om A, således på samma sida om råta linjen AB. Då såvål C och D 
som D och D' ligga på samma sida om AB, ligga åven D' och G på samma 
sida om AB (sats 5). På samma sått visas, att B och D' ligga på samma 
sida om råta linjen AC.

, att C och D ligga på samma sida om råta. linjen AB och B och D på samma
sida om AC', kunna vi forst och fråmst bevisa, att råta linjen AD måste skåra stråckan BG. 
År nåmligen B' en sådan punkt på råta linjen AB, att B och B' ligga på var sin sida om .I, 
måste linjen AD råka en av stråckorna BG eller B'C (II: 4). Råkade den B'C i E, måste varje 
punkt på vinkelbenet AE ligga på samma sida om råta linjen AG som B', således ej på samma 
sida som B, då ju B och B' ligga på motsatta sidor om AC. D kan således ej tillhora vinkel 
benet AE. Att den ej kan tillhora det vinkelben AE, som tillsammans med vinkelbenet AE
ntgor hela råta linjen AE, år klart, ty E och C ligga på samma, men E och E, således också
E och G, på motsatta sidor om råta linjen AB. Råta linjen Al) råkar således stråckan BC i 
en punkt D'. Att punkten I) måste ligga på vinkelbenet .1//, år ju då klart, ty om ej D och 
D' låge på samma sida om AB, d. v. s. på samma sida om A, skulle D och G ligga på mot
satta sidor om AB, då D' och G ligga på samma sida (sats 5). Men enligt antagandet ligga
1) och C på samma sida om AB. D ligger således på vinkelbenet AD, d. v. s. vinkelbenen AD 
och AD' sammanfalla. Vinkelbenet AD ligger således mellan vinkelbenen AB och AC, ty så år 
ju forhållandet med vinkelbenet AI)'.

De anordningssatser, som behovas for den plana geometrien, åro nu formulerade. Vi overgå 
till dem, som behovas for den tredimensionala geometrien. Punkterna A och B sågas ligga på 
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olika sidor om planet «, om stråckan AB och planet « ha en gemensam punkt. I annat fail 
.sågas de ligga på samma sida om a. Den del av ett plan a, som ligger på. samma sida om 
råta linjen « eller AB som den utom a belågna punkten C, kunna vi kalia halvplanet aC (ABC 
eller BAC). Ett halvplan aC såges ligga mellan två halvplan aA och aB, om stråckan AB och 
halvplanet aC ha en gemensam punkt. Fbljande sats bevisas på samma sått som de foregående.

Sats 7. Ligga punkterna d. och B samt A och C på samma sida om planet a, ligga också punk- 
tema B och C på samma sida om «. Ligga såcål A och B som d och C på motsatta sidor om a, 
ligga B och C på samma sida. Ligga dåremot d och B på samma, men d och C på motsatt sida om 
a, ligga B och C på motsatt sida om a. Varje halvplan aC, som ligger mellan halvplanen aA och aB 
har den egenskapen, att var och en av dess punkter ligger på samma sida om planet aA som punkten 
B och på samma sida om aB som A. Omvånt, varje punkt, som har dessa senare egenskaper, tillhor
ett halvplan, som ligger mellan halvplanen aA och aB.

Det bor observeras, att vinkelben från samma punkt och i samma plan och halvplan från
samma råta linje ej satistiera alla axiomen II: 1—3 (ej hela 11:3). Dåremot galla satserna 1, 
2, men ej nbdvåndigt sats 3.

Nu ha vi samlat alla behbvliga anordningssatser. Att Euklides stbder sig på motsvarande 
anordningssatser, år ju alldeles tydligt. Speciellt anvånder han mycket ofta sats 6 (I : 16 o. s. v.).

$ 3. Den projektiva geometrien.1
Ovan anfbrda axiom brukar man sammanfatta under benåmningcn de grafiska axiomen. 

Med deras tillhjålp kan en lang serie av satser bevisas, fbrst och fråmst fbljande intressanta sats: 
Desargues' sats. Om två trianglar ABC och A’B'C åro så belågna, att råta linjerna AA', BB‘,

OC gå genom samma punkt P, och om råta linjerna AB och A'B',
varandra i D, E, F respektive, skola dessa tre punkter ligga i 
av råta Unger skåra varandra i de tre punkterna D, E, F respek-

råt
AC och A'C, BC och B'C skåra 
linje. Omvånt, om dessa tre par

tive, som ligga i råt linje, 
och BB'.

Den forrå delen av 
ej ligga i samma plan,

går CC genom snittpunkten P till AA'

satsen år sjålvklar, om trianglarna 
ty då ligga D, E, F på s nit tlinjen

mellan planen ABC och A'B'C. Omvåndningen år också klar, 
ty då komma de tre linjerna AA’, BB', CC fram som snitt- 
linjerna mellan de tre plan, som gå genom AB och A'B', AC 
och A'C, BC och B'C respektive.

Ligga trianglarna i samma plan, vore satsens forstå del 
likaledes bevisad, om man kunde finna två punkter S och S' 
och en triangel A2B2C2, så att Sd2 går genom A och S'A., 
genom A',SB, genom B och S'B., genom B' o. s. v. Då kunde 
man nåmligen tillåmpa satsen på trianglarna ABC och A2B2C>, 
A’B'C och d,B2C2. Med andra ord, punkterna D, E, F komma 
att ligga på snittlinjen mellan planen ABC och A2B2C2. Nu 
år emellertid tydligt, att bur ån S och S' våljas på en råt 
linje genom P, måste SA och S'A' ligga i ett och samma 
plan, likaledes SB och S'B' samt SC och S'C. Finge man 
stbdja sig på parallellaxiomet, vore det synnerligen enkelt att 
vålja S och S' så, att dessa tre par av råta linjer skåra. varandra i 
spektive. Men det går åven utan parallellaxiomet genom att stbdja

re-tre punkter, d2, B2, C2 
sig på 11:4.

Det år for det forstå tydligt, att om alla tre punktparen dd', BBj CC på var sin råta linje 
genom punkten P ligga på samma sida om denna punkt, råta linjerna Sd och S'A' skåra var-

1 Benna paragraf kan forbigås, då dess innehåll ej fordras for begripandet av framstållningen i (ivrigt.
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andra i en punkt d2, SB och S'B' i B2, SC och S'C i C2, hur ån S och S' valts, om blott P 
ligger mellan S och S' på råta linjen SS'1. Ligga for det andra alla tre punktparen AA', BB', 
CC på var sin sida om P, vålja vi 5 och S' på en råt linje genom P och på samma sida om 
P. Det år nu lått att inse, att As, B2, C2 existera. Skulle for det tredje A och A' ligga på 
var sin sida om P, men de båda andra punktparen på samma sida, vålja vi S efter behag, .4, 
på råta linjen AS, så att A ligger mellan S och A2. Då måste råta linjen A'A2 skåra linjen SP 
i en punkt S', så att P ligger mellan 5 och S'. <S’4 och S'A’ skåra varandra således i A.2. Men 
eftersom S och S' ligga på var sin sida om P, B och B' på samma sida om P, skåra SB och S'B' 
varandra i en punkt B2. Av samma skål existerar åven snittpunkten C2 mellan SC och S'C. 
Ligger for det fjårde A och A' på samma sida om P, vålja vi S efter behag och S' på råta 
linjen SP på samma sida om P som S, så att S' och A' komma på var sin sida om råta linjen 
Sd. Då skåres denna senare alltid av linjen S'A'. Snittpunkten B2 mellan SB och S'B' existerar 
alltid, ty B och B' ligga på var sin sida om P, men S och S' på samma sida om P. Nu aro 
alla fail behandlade. Det år således alltid mojligt, att, sedan S' valts efter behag utom triang- 
larnas plan, på råta linjen SP vålja en punkt S', så att SA och 6'h4' skåra varandra i A2, SB 
och S'B' i B2, SC och S'C i C2. Satsens forrå del år bevisad.

Satsens senare del bevisas indirekt. Vi veta, att I), E, F ligga i råt linje, och skola be
visa, att råta linjen CC går genom snittpunkten P mellan AA' och BB'. Om så ej vore for- 
hållandet, beteckna vi med C" snittpunkten mellan råta linjerna CP och B'F och tillåmpa den 
forrå delen av satsen på trianglarna ABC och A'B'C". AB och A'B' skåra varandra i D, BC och 
B'C" i F. Då måste A'C" gå genom snittpunkten E mellan AC och DF. Men genom denna 
går åven A'C. A'C och A'C" måste sålunda sammanfalla, då de beståmmas av A' och E.

Detta bevis vilar på forutsåttningen, att råta linjerna CP och B'F verkligen råka varandra. 
Projiciera vi vår plans figur från en punkt O utom trianglarnas plan, motsvaras varje punkt A 
i den plana figuren av en råt linje a genom O och varje råt linje AB i den plana figuren av 
ett plan ab genom O. Det indirekta beviset kan foras i den av råta linjer och plan genom O be
stående figuren på samma sått som i den plana figuren. Men planen OCP och OB'F skåra 
varandra alltid långs en råt linje c". Denna. bevisas nu sammanfalla .med råta linjen /, 
d. v. s. OG".

Desargues’ sats, som således lått bevisats genoni att i det tredimensionala rummet utfora 
enkla konstruktioner, kan dåremot endast med stor svårighet visas vara riktig, om man endast 
får rora sig i det for de båda trianglarna gemensamma planet. Hilbert2 har visat, att varje så
dant bevis måste forutsåtta bekantkap med vissa kongruenssatser. Men åven med deras tillhjålp 
år beviset långt ifrån enkelt, utan biir tvårtom i hog grad komplicerat.

Trianglar med de egenskaper, som Desargues’ sats fordra, kallas perspektiva trianglar. Pro- 
jicieras två perspektiva trianglar i samma plan från en punkt utom detta plan, erhålla vi 
en figur, som vi kunna anse bestå av två »perspektiva trekanters. Deras homologa kantlinjer 
ligga parvis i tre plan genom samma råta linje, och deras homologa sidoplan skåra varandra i 
tre råta linjer, som ligga i samma plan. Varje plan figur motsvaras for bvrigt av en figur i en 
punkt O, så att tre punkter på en råt linje a i planet svara mot tre råta linjer i det mot a 
svarande planet a. Två punkter A och B i planet ha en enda forbindelselinje AB; de motsva
rande rata linjerna a och b i O ha ett enda forbinde!seplan ab. Under det att dåremot två plan 
a och i O alltid ha en enda snittlinje c, behbva de « och /? motsvarande råta linjerna a och 
b i planet ej ha någon snittpunkt C. Finns en sådan, finns ju emellertid endast en. Figuren 
i O har således fullkomligare egenskaper ån den motsvarande plana.

Sådana fullkomligare egenskaper kunna vi frampressa i planet genom att på låmpligt sått 
utvidga begreppen punkt och råt linje, (livet år planet a och en en punkt O utom denna. Mot 
en råt linje a genom O svarar ibland en punkt A i «, snittpunkten mellan a och a. Existerar

1 Lasaren bor sjalv rita figurer.
2 Se lians - Grundlagen«.
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ej denna snittpunkt, existera dock i a en oåndlig mångd rata linjer p, som åro snittlinjer mellan 
planet « och planen - genom a. Vi saga, att alla dessa rata linjer p gå genom en och samma oegent
liga punkt A. Oegentliga punkter A, B, C sagas ligga på samma rata linje, om de motsvarande rata 
linjerna a, b, c genom O ligga i ett och samma plan ft. Skår detta plan planet a i en råt linje, 
ligga A, B, C på en egentlig råt linje. Om ej, ligga de 
på en oegentlig råt linje.

Vi skola nu genom en plan konstruktion beståmma 
den råta linje c, som går genom en egentlig punkt G i 
planet a och den oegentliga punkt, som beståmmes av 
de i « belågna, varandra ej skårande råta linjerna a och 
b. Vålj punkten A på a och punkten B på b efter be
hag samt A' på a och B' på b, så att de två senare punk
terna ligga på var sin sida om linjen ^1B! Då skåra 
linjen AB och stråckan A' B' varandra i en punkt D. Vålj 
på linjen AG punkten E så, att D och E ligga på var 
sin sida om linjen BG\ Då skår råta linjen BG stråckan 
DE i en punkt F. Tillåmpa II: 4 på triangeln A'DE och 
råta linjen B'F\ Denna råta linje måste råka stråckan
A'E i en punkt G', ty den råkar stråckan DE, men ej Fig 4-
stråckan A'D. Råta linjen GO' år den sokta.

AB och A'B’ skåra varandra i D, AG och A'C" i E, BC och BC i F, och de tre punkterna 
D, E, F ligga i råt linje. I’rojicieras figuren från en punkt O' utom a, få vi således två per
spektiva trekanter. De mot AA', BB' och CC svarande planen i O' gå således genom samma 
råta linje, den mot den oegentliga snittpunkten mellan a och b svarande råta linjen genom O'. 
Gå dårfor de tre råta linjerna a, b, c. genom en och samma oegentliga punkt, svarande mot rata 

i O, gå också planen O'a, O'b, O'c genom en och samma 
m a. Punkten O spelar dårfor ingen roli framfor andra 
punkter utom a. Detta ådagalågges tydligt, om vi ge
nom en plan konstruktion losa foljande problem:

Givna åro i planet a råta linjerna AB, AF, BE, 
C'F, C'E, dår „I, B. G' åro egentliga punkter, E och F 
oegentliga. Beståm snittpunkten D mellan råta linjerna 
AB och EF genom en egentlig råt linje, som skår 
A B i D!

AF och BE skåra varandra i den egentliga eller 
oegentliga punkten G. Vålj på råta linjen CC, som alltid 
kan konstrueras som i foregående problem, om G år oegent
lig, punkten P så, att P och A ligga på bmse sidor om 
linjen C'F. Denna skåres då av linjen PA i en egentlig 
punkt A'. PB och C’E skåra varandra i B', som får vara 
oegentlig. AB' år då den egentliga råta linje, som skår 
AB i D.

Projiciera vi nåmligen figuren från vår punkt O, mot- 
svaras »trianglarna» ABC och A'BC av perspektivatrekan
ter. Dårfor ligga OD. OE. 01'\ råt linje. Våljes en annan

punkt O', visas på samma siitt, att O'D, O’E, O'F ligga i råt linje. Det år således till fullo ådagalagt, 
att den utvidgning av begreppen punkt och råt linje, som vi feiretogo med tillhjålp av punkten O, år 
så beskaffad, att om de egentliga eller oegentliga punkterna J, B, C i planet « ligga på en egentlig 
eller oegentlig råt linje, ligga linjerna O'A. O'B, O'C i samma plan, hur ån O' tages. Det år 
vidare visat, att om de egentliga råta linjerna a, b, c gå genom samma egentliga eller oegentliga 
punkt, gå planen O'a. O'b. O'c. genom samma råta linje. Bevisen stbdde sig på Desargues'

linjen p genom 
råta linjen p'.

den 
hur

forst givna
ån O' sir vald
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sats. Det år klart, att dessa bevis kunna utforas, åven om någon eller några av a, b, c åro 
oegentliga.1

Våra konstruktioner bli sårdeles intressanta, om de behandlas från parallellteoriens stand
punkt. Det år tydligt, att problemet att draga en parallell till linjen a genom en punkt A kan
losas med linjalen ensam, om 
lellaxiomet nu infordes, skulle 
den enda oegentliga rata, linje,

en parallellogram år given. Det år också tydligt, att om paral- 
våra oegentliga punkter bli just punkterna på oåndlighetslinjen, 
som då existerade i ett plan. Antages dåremot ej parallellaxio

met, ha vi dock visat, att det hr mojligt att utvidga 
begreppen punkt och råt linje, så att samma effekt 
åstadkommes, som då oandlighetspunkterna och 
oåndlighetslinjen adjungeras, namligen att två rata 
linjer i ett plan alltid få en snittpunkt.

Innan vi lainna Desargues' sats, år det av in- 
tresse att betrakta vidstående fullståndiga fyrsiding 
HLKM, vårs sidor HL och KM gå genom A, HM 
och KL genom B, under det att diagonalerna HK 
och LM på den tredje diagonalen JÆutskåra C och

nom C, KL' och 
sidor i trianglarna 
samma punkt P.

l). Punktparen AB och Cl) kallas som bekant 
harmoniska. Åro A. B. C beståmda, år också D fullt 
beståmd, ty gå HL' och KW genom A, KH ge- 

HM' genom B, inåste L'M' gå genom 1) av foljande skål. Emedan homologa 
ULK och H'L'K' skåra varandra i A, B, C, gå HH', LL' och KK genom 
Men åven i trianglarna KMH och K'M'H skåra homologa sidor varandra i

A. B. C. Således går också MM' genom snittpunkten P mellan HH och KK. Då nu både 
LL', KK och MM' gå genom P, skåra homologa sidor i trianglarna LKM och L'K'M' var
andra i tre punkter, som ligga i råt linje. Två av dessa åro J och B. Den tredje år således 
D, som dårfor år entydigt beståmd av fyrsidingen HLKM.

Nu kan teorien for harmoniska punkter och harmoniska element i ett knippe over huvud 
taget utvecklas. Sårskilt intressant biir foljande konstruktion. 0. E^, U åro givna punkter på en 
råt linje. De projicieras från S i O', E\, U på en annan råt linje genom U, från S' på SU i
punkterna Aj, E'2, l'. E2 projicieras från 5 i E2. Tydligen åro 0E2 och EtU harmoniska
punktpar. lir E^, E2 och U konstrueras E:. på samma sått som E2 ur O. Et och U. Denna
konstruktion kan fortsåttas hur lange som helst.
Alla E falla på stråckan OU. Det kan med de hit-
tilis anforda
E„ hopa sig

axiomen ej bevisas, att punkterna 
vid G. Gbra vi detta antagande och

fortsåtta konstruktionen genom att draga EnE som
skår OS i Sn, som skår O'U i ” och slut- n

ligen )( som skår OL i ■ år det dels tydligt, 
att man i detta nåt kan konstruera punkten E med 
godtyckligt vald rationell index, dels kan det be
visas, att åt de punkter på stråckan OL, som ej 
bli behåftade med rationell index, kan ges ett fullt beståmt positivt irrationellt tal till index. Dessa 
indices kunna betraktas som koordinater for punkterna på stråckan OU. År A en punkt på råta 
linjen OU, som ej ligger på stråckan OU, ligger den fjårde harmoniska punkten E,,. till 0, U, X 
på denna stracka och får således en fullt beståmd koordinat ri. Vi ge A’koordinaten—[i. Varje 
punkt på råta linjen OU får således ett fullt beståmt tal till koordinat, så att aldrig två punk-

1 Åven begreppet plan kan på lampligt sått utvidgas, så att forknippningsaxiomen fortfara att vara giltiga, 
och så att dessutom två plan eller en rat linje oeh ett plan ståndigt råkas.
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ter få samma koordinat. Det intressanta i saken lir således, att koordinater på en råt linje och 
dårmed också i planet och det tredimensionala rummet kunna inforas oberoende av måtthegreppet, 
endast med hjalp av Desargues’ sats. Naturligtvis har detta forfarande hår endast skisserats. En 
utfbrlig framstållning fordrar ett betydande utrymme. Det kan tillåggas, att ekvationerna for råta 
linjer och plan bli av forstå graden, och att hela den rena projektiva geometrien nu kan 
nppbyggas.

4. Peanos grafiska axiom.1
Peano har formedeis råta lin jer definierat planet. Hans tillvågagångssått år av stort intresse, 

emedan det såtter en i stand att studera geometrien i ram av hur många dimensioner som
helst. Han konstruerar nåmligen rum av godtyckligt 
dimensionstal.

Vi utgå från I: 1—2 och II: 1—3, antaga, att det 
gives tre punkter, som ej ligga i nit linje och ersåtta II: 4 
med foljande axiom: Aro A. B. C tre punkter, som ej 
ligga i nit linje, D en punkt pa striiekan AB samt E en 
punkt på striiekan DG. finns det på stråckan BC en sådan 
punkt F, att E ligger på striiekan AF. Man kan nu bevisa 
foljande sats: .iro A, B. C tre punkter, som ej ligga i råt 
linje, D en punkt pu striiekan AB och F en punkt på stråckan
BC. ha striickorna CD och AF en gemensam. punkt E.

Med planet ABC menas sammanfattningen av de punkter, som ligga på råta linjerna i de 
tre linjeknippen, som gå -genom triangelns hornpunkter, så att en linje i det genom A gående 
knippet beståmmes utom av A. av en punkt på stråckan BC. Dessa tre linjeknippen ha alla. 
punkterna inom och på begrånsningen av triangeln ABC gemensamma, men sakna for (ivrigt 
gemensamma punkter.

Nu bevisas, att, om D ligger på stråckan AC, planen ABC och ABI) sammanfalla, så att 
varje punkt i det ena planet ligger i det andra planet. Typiskt for detta bevis och samtidigt 
besvårligast år uppvisandet av foljande: Om F ligger på stråckan AB och P år en sådan punkt 
på linjen DF, att F ligger mellan D och P, tillhbr P planet ABC. Enligt definitionen tillhbr 
den ju planet ABT). Tillåmpa vi på triangeln AGP det nya axiomet, år det tydligt, att rata 
linjen AF råkar stråckan CP i en punkt L. lugger B mellan A och L, skår enligt samma

axiom linjen BP stråckan AC i någon punkt, och då tillhbr 
P planet ABC. Tigger L på stråckan AB, vilket år den enda 
återstående mojligheten, tillhbr P en av linjerna CL i knippet 
genom C, som enligt definitionen tillhbra planet ABC. På 
motsvarande sått fores beviset for alla andra lågen av punkten P.

År nu C en punkt i planet ABC, måste den tillhbra nå
gon av de tre linjeknippena. Antag, att C ligger på rata linjen 
BD, dår D ligger på stråckan AC. Vi ha bevisat, att planen 
ABC och ABD sammanfalla och kunna på samma sått bevisa, 
att planen ABD och ABC, således ABC och ABC sammanfalla. 
l’å liknande sått kunna vi bevisa, att planen ABC och AB'C 
sammanfalla, om B' ligger i planet ABC. Eller: Ett plan år
beståmt av tre sinapmnkter, vilka som helst,blott dessa ej ligga i råt linje.

Nu antages som axiom, att det finns fgra punkter A, B, C, D, som ej ligga i samma plan. 
Dessa beståmma ett »rums, som består av sammanfattningen av alla de punkter, som bestammas 
av foljande fyra system av råta linjer. Det ena består av linjerna genom A och punkterna inom 
och på begrånsningen av triangeln BCD. De tre bviga genom B, C, I) bestammas på liknande 

1 Se Schur, Grundlagen der Geometrie, Berlin und Leipzig 1909.
Denna paragraf innehåller ej något for den foljande framstallningen nodvandigt och kan dårfor forbigås.
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sått. På samma sått som for planet visas, att ett »rum< år beståmt av fyra av sina punkter, 
vilka som helst, som ej ligga i samma plan. Det år vidare klart, att om en råt linje AB går 
genom de till planet a horande punkterna A och B, så tillhor linjen AB helt och hållet detta 
plan, ty A och B kunna jåmte en tredje punkt beståmma detta plan och således tillhor AB 
enligt definitionen detta plan. Av samma skål år det klart, att ett plan, som går genom tre 
av ett »rums« punkter, helt och hållet tillhbra detta plan. Anordningssatserna i § 2 gålla i 
varje »rums. Nu år det lått att bevisa, att två plan i samma >rum>, som ha en gemensam punkt 
A, också ha ånnu en gemensam punkt B, således en gemensam råt linje.

Finnas nu utom ett »rum» punkter, kan man definiera ett »fyrdimensionalt rum» på samma 
sått som ovan ett tredimensionalt och studera de grafiska satserna i ett sådant. Det finnes ingen 
gråns for antalet dimensioner, som kunna konstrueras, och detta utan att infora andra axiom 
ån sådana, som postulera existensen av punkter utom det rum, som senast undersokts. Det år 
just detta faktum, som gor Peanos system så intressant. Givetvis år hans definition av planet 
i och for sig av ej ringa intresse.

§ 5. Kongruensaxiomen.
»Die Axiome dieser Gruppe definieren den Begriff der Kongruenz und damit auch der Bewegung. 
Erklårung. Die Strecken stehen in gewissen Beziehungen zueinander, zu deren Beschreibung 

uns die Worte »kongruent» oder »gleich» dienen.»
III: 1. Om A och B åro två punkter på en råt linje « och vidare A en punkt på samma eller på en 

annan råt linje a', så finns det på varje sida om A på råta linjen a' en enda punkt b', så att stråckan 
AB år lika med stråckan AB' [AB = A t.j, Varje stracka år lika med sig sjålv (AB = AB, AB = BA).

Med andra ord på en råt linje i en given punkt A på denna och på en given sida om A,
kan man »avsåtta» en enda stråcka, som år lika med en given stracka.

III: 2. Om AB = AB' och AB = A B", så år AB' = A'B".
III: 3. Om punkten B ligger mellan puvkterna A och C samt vidare B' mellan A och C, och

om dessutom AB = AB' samt BC — BC, så år också AC = AC.
Med tillhjålp av detta axiom kan man bevisa foljande viktiga sats: Ar AB = AB' och 

BC = B'C samt ligger B' mellan A och C och B och C på samma sida om A på råta linjen AB, 
hgger B mellan A och C.

Om ej B ligger mellan A och C, skulle enligt antagandet C ligga mellan A och B. Vålj då E 
så, att B ligger mellan .-I och E samt BE = B'C! E och C kunna således ej sammanfalla. Enligt 
III: 3 år AE = A'C, således också AE = AC (III: 2), vilket strider mot III: I. Satsen år då bevisad.

Stråckan AB såges vcra storre ån stråckan AB', om det finns en punkt C mellan A och B, så 
att AC = AB’.

Två stråckor åro således antingen lika stora eller också år den ena storre ån den andra. Beteckna 
a, b, c tre stråckor och a~>b samt b'>c gålla, gåiler enligt anordningssatserna a>c.

Axiomet III: 3 tillåter oss således ej blott att definiera summan av två stråckor utan också 
skillnaden mellan två stråckor. Ty ligger B mellan A och C samt B' och C på råta linjen AB' 
på samma sida om a' och dessutom AC = A'C, AB = AB' gålla, måste B1 ligga mellan A och 
C och dessutom BC = B'C galla. Beteckna a, b, c tre stråckor gålla tydligen a + b — b + a, 
a + (b -i- c) = (« + b) + r, a + b>b och a>a—b (for a>b). Eller: Stråckor åro storheter i 
Euklides mening, ty b.guppeu hka shåckor och storre stråckor samt summa och skillnad av stråckor åro 
definorade, och huns stnrh- tsuxiom (1 — 7, .9) gålla for stråckor.

Två vinkelben AB och AC sågas bilda vinkeln BAG eller GAB (/\BAC). De mellanliggande 
vinkelbenens punkter åro vinkelns inre punkter.

»Erklårung. Die Winkel stehen in gewissen Beziehungen zueinander, zu deren Beschreibung 
uns ebenfalls die Worte kongruent oder »gleich» dienen.»
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III: 4. Om BAC år en, given vinkel och A'B1 ett givet vinkelben i planet a', finnes i detta plan ett 
enda vinkelben A'C på en beståmd sida om rata linjen A'B', så att vinkeln B' A'C Ur lika med vinkeln 
BAC (/\B'AG = fiBAC). Varje vinkel ar lika med sig sjålv {/\BAC = f\BAC, /\BAC = /\(!AB\

III: 5. Vinklar, som åro lika med en och samma vinkel, åro lika.
III: 6. Om i två trianglar ABC och A'B'C foljande likheter galla:

AB == AB', AC = A'C, /\BAC = AB’A'C, . 
galla också likheterna:

/\ABC = f\ A'B'C, /\ACB = /\AC'B'.
Att det sista axiomet ej kan undvaras, har Hilbert visat i sitt arbete. Med dess tillhjalp 

kan man lått visa, att BC = B'C. Vore så ej fbrhållandet, vore endera stbrre, exempelvis BC > B'C 
Då funnes på stråckan BC en punkt D, så att BI) = B'C. På trianglarna ABD och A'B'C kan 
då III: 6 tillåmpas, ty /\ABD — /\AB'C. Således gållde /\BAD = f\B'A'C = /\BAC, vilken 
likhet strider mot III: 4, eftersom vinkelbenen AD och AC ligga på samma sida om råta linjen 
AB. Således galler, dårest vi kalia två trianglar kongruenta, om deras homologa sidor och vinklar 
åro lika:

Sats 1. (Forstå kongruensfallet). Om två sidor och mellanliggande vinkel i en triangel åro lika 
med motsvarande element i en annan triangel, så åro dessa trianglar kongruenta.

På det sått Euklides an vånder, visas redan nu:
Sats 2. (Forstå delen av tredje kongruensfallet). Om två vinklar och mellanliggande sida i en 

triangel åro lika med motsvarande element i en annan triangel, åro dessa trianglar kongruenta.
Sats 3. Om två vinklar ABC och A'B'C åro lika, åro också 

deras sidovinklar CBD och C B'D' lika.
Placera punkterna d', C, D' på var sitt av vinkelbenen /

B'A, B'C, B'D', så att A'B' = AB, CB' = CB, B'D’ = BI). / \
Då år åven AD = AD'. Trianglarna ABC och A'B'C' åro kon- / \
gruenta enligt sats 1; således f\A = !\A, AC = A'C. Men / \
då åro trianglarna CAD och CAD' kongruenta. enligt samma sats.
Således /\D — /\D' och CD = CD'. Nu kunna vi tillåmpa
samma kongruensfall på trianglarna CDB och C'D'B'. Således 
år /\CBD = /\CB'D'.

Sats 4. Om f\AOB = /\A'O'B' och vinkelbenet OC ligger mellan vinkelbenen OA och OB, finns 
det ett enda vinkelben O'C' mellan O'A och O'B', så att f\BOC = /\B'O'C- Men åven /\ AOC = /\AO'C.

Vålj A och B' på vinkelbenen O'A och O'B'-så, att 
O'A' - OA och O’B' = OB. Då åro trianglarna AOB och 

, A'O’B' kongruenta enligt sats 1, således /\B = /\B', AB =
\ = A'B'. Vinkelbenet OC skår stråckan AB i punkten C.
\ Vålj C på stråckan AB', så att B'C = BC. Då åro triang-
\ larna OBC och O'B'C kongruenta (sats 1), och vinkeln BOC

_____ ________ —-- p år lika med vinkeln B'O'C. Att O'C år det enda vinkel- 
0________________________ benet på samma sida om råta linjen O'B' som punkten A,

Pig. ] ]. således också det enda vinkelbenet mellan vinkelbenen O'A'
och O'B', som uppfyller villkoret f\B'O'C = f\BOC, fram- 
går av III: 4. Den forstå delen av satsen år sålunda bevisad.

Trianglarna COB och C'O'B' bevisades vara kongruenta. Således år BC = B'C, OC = O'C 
och /\BCO = /\B’C'O', således också /\ACO = f\ACO' (sats 3). Men ur AB = AB’ och BC = 
= B’C fol jer AC = AC. Då åro trianglarna A CO och ACO' kongruenta. (sats 1),.'. A AOC = Ad'O'C'. 

Då bevisas med låtthet foljande sats.
Sats 5. Om /\AOB — /\AO'B', /\BOC — ■ /\B'O'C och de tre vinkelbenen OA, OB, OC åro 

ordnade på samma sålt som vinkelbenen O'A, O'B', O'C, år /\AOC — /\AO'C.
På samma sått som for stråckor kunna vi nu for vinklar infbra begreppen stbrre och mindre 

och visa, att åven for vinklar de allmånna storhetsariomen glilla.
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Vi kalla som vanligt varje vinkel, som år lika stor som sin sidovinkel, for en råt 
Vi kunna nu bevisa det euklideiska axiomet:

D Sats 6. Alla rata vinklar åro lika stora.
Antagande: /\BAD f\CAD och A mellan B och 

]\B'AID' = f\C'A'D' och A’ mellan B' och C.
Om då /\BAD ej vore lika med /\B'A'D', vålja vi

vinkel.

G samt

vinkel-

B C
Fig. 12.

benet AD" på den sida om BC i planet ABI), som D tillhbr, så 
att /\BAD" ~ /\B'A'D'. Då måste AD” antingen falla mellan 
vinkelbenen AB och AD eller AC och AD (II: 4). Antag, att’AD" 
ligger mellan AB och AD. Då ligger tj'dligen AD mellan AD" och 
AC. Eftersom vi nu kunna betrakta våra vinklar som storheter, 
kunna vi med strångt fasthållande vid våra definitioner uttala fok 
jande olikheter:

/\CAD" > A CAD = /\BAD > f\BAD".
Men vi veta, att /\BAD" = f\B'AD', således /\CAD" = /\C'A'D' (sats 3), och eftersom 

/\B'A'D' = /\CA'D', år således /\BAD" — A CAD", vilken likhet strider mot olikheten, som 
vi nyss bevisade. Således kan ej vinkelbenet AD" falla mellan vinkelbenen AB och AD. På 
samma sått bevisa vi, att det ej kan falla mellan AC och AD. AD" och AD sammanfalla så
lunda, och satsen år bevisad. Vi ha då också bevisat, att i punkten A på'råta linjen a finnes 
i planet « genom a hbgst en normal, som går genom A.

Sats 7. Om två sidor i en triangel åro lika stora, så åro de motstående vinklarna lika stora, och 
om två vinklar åro lika stora, åro de motstående sidorna lika stora.

Ar AB = AG', så år triangeln ABC kongruent med sig sjålv, så att A motsvarar sig sjålv, 
B och C motsvara varandra (l:a kongruensfallet). Medels 3:dje kongruensfallet visas, att den 
på samma sått år kongruent med sig sjålv, om två vinklar 
åro lika.

Sats 8. (Andra kongruensfallet.) Trianglarna ABC och 
A'B'C åro kongruenta, om AB = A'B', AC = A'C' och BC = B'C.

Vålj i planet ABC vinkelbenet AC", så att C och C" falla 
på var sin sida om råta linjen AB och f\C"AB = /\G'A'B', 
samt gbr AC" = A'C' = AG. Då åro trianglarna ABC" och 
A'B'C kongruenta. Stråckan CG" skår råta linjen AB i en 
punkt D. Enligt sats 7 år /\DGA = /\DC"A och /\DCB — 
— f\DC"B. Enligt sats 5 år då, huru ån D må ligga på råta 

linjen AB, /\ACB - /\AC"B —- /\A'C'B'. Trianglarna AGB 
och A'C'B' åro således kongruenta enligt l:a kongruens- 
fallet.

13.

§ 6. Euklides 1:1—28.
En del av de satser, som påtråffas i Euklides’ forstå bok, åro redan bevisade. Nu gåiler 

det forst och fråmst att ta itu med de viktigaste av hans problem. Såsom redan fbrut anmårkts, 
åro de euklideiska problemen att betrakta som existensbevis, ej som praktiska konstruktioner.

Fbrst visa vi, att på varje stråcka AB i varje plan « genom linjen AB en likbenl triangel existerar. 
Drag genom A i a en råt linje och vålj på denna en punkt C efter behag. År nu A GAB —

!\GBA, år uppgiften Idst. Om ej, så år en storre, exempelvis f\CAB> /\CBA. Då finnes 
mellan vinkelbenen AB och AC' ett vinkelben AD, som skår stråckan BC i D, så att /\DAB 
— /\CBA = /\DBA. Triangeln DAB år då den begårda (sats 7).

For att konstruera mittpunkten på stråckan AB, upprita vi i samma plan två likbenta tri
anglar DAB och D'AB, så att D och D' falla på var sin sida om råta linjen AB. Linjerna 
DJ)' och AB skåra varandra i punkten E. Det år lått att bevisa likheten I AE ~ BE. Att E
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ligger på stråckan AB år klart, ty eljes skulle »delen vara lika med det hela». Att på stråckan 
. IB endast en mittpunkt existerar, bevisas likaledes utan svårighet.

Vinkeln BAG delas mitt itu på foljande sått: Gor 
AB = AC och dela stråckan BC mitt itu i D! Råta linjen 
/1/t iir den sokta bisektrisen. Endast en bisektris existerar.

Normalen till råta linjen a i punkten E på a och i pla
net « genom a konstrueras så: Avsått på a de lika stora stråc- 
korna EA och EB! Upprita i a en likbent triangel DÅB! 
DE iir då den sokta normalen. Att en enda sådan existerar, 
har redan forut visats.

Normalen från D utom råta linjen a mot denna linje 
konstrueras på foljande sått: Vålj på a punkterna A och B 
efter behag! Gor f\D'AB = /\DAB, så att vinkelbenet AD 
kommer i planet ABC på motsatt sida om a som vinkelbenet 
AD. Stråckan DI)' skår a i punkten E. DE år den sokta 
normalen. Att endast en normal till a kan dragas genom 
D, foljer av Euklides 1:16, vårs bevis ej forutsatter denna 

B

D

konstruktion. Vi kunna for ovrigt bevisa den, då den år ett låmpligt exempel på hur Euklides’ 
bevis lått kunna goras strånga med hjalp av satserna i § 2.

Vi skola bevisa, att vinkeln ACB i triangeln ACB år mindre ån samma triangels yttervinkel CBD.

Zl
Fig. 15.

E år mittpunkten av stråckan BC, E ligger mellan 
A och F och AE = EF. Då år det tydligt, att 
f\EBF= /\ ACB. Det galler att bevisa, att vinkelbenet 
BF ligger mellan vinkelbenen BC och BI). Enligt 
sats 6, § 2 råcker det att visa, att punkterna C och 
F ligga på samma sida som linjen BD, vilket år 
tydligt, då båda ligga på samma sida om AB som 
punkten E, och att F och D ligga på samma sida om 

linjen BC, vilket likaledes iir tydligt, eftersom båda ligga på motsatt sidå om BC som A. Satsen 
iir sålunda strångt bevisad.

Vi sammanfatta resultatet av våra konstruktioner i foljande sats.
Sats 1. En stracka har en enda mittpunkt, en vinkel en enda bisektris. Från en punkt A kan 

fnllas en enda normal mot råta linjen a, om A ligger utom a. Ligger A på a, går genom A en enda 
normal i varje plan, som går genom a.

1: 15 år en omedelbar foljd av satsen om lika stora vinklars sidovinklar. Euklides’ bevis 
for ovriga satser bland I: 1—28 behova på sin hojd fbrbattras ungefår som beviset for 1: 16. 
Dock måste vi lågga mårke till, att de konstruktioner, som utforas i prop. 1 o. 22 fordra 
existensen av snittpunkter till två cirklar. De åro dårfor ånnu ej med våra hjålpmedel utforbara.

Sats 2. Satserna I—28 i Euklides forstå bok folja ur hittilis anforda axiom. Uteslutande med 
deras hjalp åro emellertid ej problemen 1 o. 22 losbara.

Långre kunna vi ej komma med forstå bokens satser utan parallellaxiomet.

§ 7. Satserna i Euklides’ 3:dje bok.
Aven en stor del av satserna i Euklides' 3:dje bok åro uberoende av parallellaxiomet. Efter 

det foregående kan man yttra sig mycket kort om dessa. Cirkeln delinieras naturligtvis som 
orten for punkter, som ligga lika langt från en given punkt, cirkelns medelpunkt. Utan denna 
punkt existerar ej cirkeln, och problemet 111: 1 år dårfor egentligen meningslost. Att lågga en 
cirkel genom tre givna punkter år dåremot ej ett meningsløst problem, som dock kan sakna 
losning, om parallellaxiomet negeras. Losningen av problemet III: 17 år dåremot oberoende av 
parallellaxiomet, men som konstruktionen begagnar snittpunkten mellan en råt linje och en
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cirkel,' kan den ej for nårvarande utfbras av oss. De ovriga satserna bland prop. 111: 1—19 be- 
visas på samma sått som i Euklides utan några våsentliga modifikationer. De ovriga bero av 
parallellaxiomet, d. v. s. de åro falska, om detta fornekas.

§ 8. Kongruenssatser i det tredimensionala rummet.
Sats 1. (Euklides XI: -l och o). Om ritta linjen AB lir vinkelråt mol rata linjerna AC och 

AD, år den också vinkelråt mot varje råt linje AE i planet ACD. År omvånt råta linjen AB vinkel- 
rat mot de tre rata linjerna .40, AD och AE, ligga dvsa tre råfa linjer i samma plan.

Beviset år det euklideiska eller det, som Josephson lamnat i sin bekanta larobok i rymd- 
geometri, och forbigås dårfor. Definieras nu normalplan till en råt linje på sedvanligt sått, och 
observeras det vidare, att snittlinjen mellan de plan a och ft, som i punkten A åro normalplan 
till råta linjerna AB och AC, år normal till planet ABC, inses riktigheten av foljande:

Sats 5. Varje råt linje har i var och en av sina punkter att enda normalplan, och varje plan 
har i var och en av sina punkter en enda normal.

Nu kunna vi bevisa foljande påstående:
Sats 3. Två normaler till samma plan ligga i elt och samma plan.
Beviset år det, som finnes i XI: 6. Jbsephsons bevis studer sig på parallellåran och kan dår- 

for ej anvåndas. Beviset anfores for den håndelse, att någon av mina låsare ej har tiligting till 
Euklides’ elfte bok.

Normalerna AB och CD till planet a åro givna, B och D åro deras fotpunkten Drag DE 
i planet a, så att den bildar råt vinkel med BD, och gdr DE = AB! Råta 
åro vinklarna ABE, ABI), CDB, BDE, CDE, och det skall bevisas, att vin
keln ADE år råt. Forst och fråmst framgår av konstruktionen, att BE = AD. 
Då åro trianglarne ABE och EDA kongruenta (2:a kongruensf allet). Vinkeln 
ADE år då rat, emedan den år lika med vinkeln ABE. Enligt sats 1 åro 
således rata linjerna CD, AD och BE samt fbljaktligen också AB i samma 
plan. Satsen år bevisad.

Rå sedvanligt sått kan man dårfor definiera begreppet normalplan till 
ett givet plan. Genom en punkt A gå bur många normalplan som helst till 
ett plan «. Ett sådant sir nåmligen fbrutom av A beståmt av en vilken som helst 
av de normaler till a, som ej gå genom A. Normalplan till a genom punkten 
A kunna dårfor konstrueras till huru stort antal som helst. De skåra var
andra tydligen i den normal till a, som går genom .4. Således:

Sats 4. Genom en punkt utom ett plan går en enda normal till detta plan, 
genom två punkter, som ej ligga på samma normal, ett enda. normal plan. Genom 
en punkt utom en råt linje går ett enda normalplan till denna råta linje. 
satsen torde inses utan bevis.

På sedvanligt sått kan man definiera vinkeln mellan en råt linje och cjt plan samt mellan 
två plan eller båttre två halvplan. Motsvarigheten i rummet (båttre i punkten) till planets 
triangel år trekanten, vilkens kanter, vinkelbenen OA, OB, OC, motsvara triångelns horn. Tre
kantens sidor åro vinklarna AOB o. s. v. Deras storlek måtas av dessa viiiklars storlek. Vin
keln vid kanten OA år vinkeln mellan de halvplan OAB, OAC, som innehålla vinkelbenen OB, 
OC respektive. Man kan bevisa foljande kongruenssatser for trekanter:

Sats 5. Två trekanter åro kongruenta, om två sidor och mellanliggande vipkel eller två vinklar 
och mellanliggande sida i den ena åro lika med motsvarande element i den andra. De åro också kon
gruenta, om alla sidorna eller alla vinklarna i den ena åro lika med motsvarande‘.element i den andra.

Dessa satser bevisas synnerligen elegant i Enriques, Fragen der Elementa^geometrie I, Leipzig 
und Berlin 1911. Detta arbete innehåller synnerligen låsvårda uppsatser over geometriska prin- 
cipfrågor. Beviset av ovanstående sats forbigås hår, då den ej kommer att anvåndas i det 
foljande. Man observere, att vinklar och sidor kunna bytas mot varandra (dualitet), liksom att 
det finns ett kongruensfall, som ej har någon motsvarighet i den euklideiska plangeometrien.
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§ 9. Kongruenta avbildningar.
En kongruent avbildning tir en motsvarighet mellan punkterna i rummet med foljande egen

skaper. Varje punkt A motsvaras av en enda punkt A! och varje stracka AB av en lika stor stracka A'B'.
Det år tydligt, att om punkten G ligger mellan punkterna A och B, ligger också den mot 

C svarande punkten C" mellan de mot A ocliB svarande punkterna A’ och B'1. Punkterna på 
ett vinkelben eller en rat linje motsvaras således av punkterna på ett beståmt vinkelben eller 
på en beståmd råt linje. Varje triangel ABC motsvaras av en med sig kongruent triangel A'B'C"; 
således motsvaras också varje vinkel av en lika stor vinkel. Ligger punkten D i planet ABC, 
skår varje råt linje, som går genom I) och en punkt på stråckan AB, en av stråckorna AC eller 
BC. Antag, att den skår AB i E och AC i F\ Punkterna E och F motsvaras av två fullt 
beståmda punkter E' och F', så att punkten E' ligger på stråckan A'B' och F' på stråckan A'C. 
Då måste D' ligga på rata linjen E'F', således i planet A'B'C. Punkterna i ett plan motsvaras 
således av punkterna i ett beståmt plan. Det år tydligt, att punkter i ett halvplan också mot
svaras av punkter i ett beståmt halvplan, och att punkter på samma sida om ett plan a mot
svaras av punkter på samma sida om det mot a svarande planet a. Det år en fbljd dårav, 
att punkter på en stracka motsvaras av punkter på en stracka.

Ligger nu punkten P utom planet « och år F fotpunkten av den normal p, som från P 
fålles mot a, måste normalen p' genom den motsvarande punkten P, mot det « motsvarande 
planet a motsvara normalen p, så att p's fotpunkt F i a motsvaras av pP fotpunkt F' i a och 
samtidigt likheten PF' = PF gålier. Eftersom nu punkter på samma sida om planet a mot
svaras av punkter på samma sida om det mot a svarande planet a, inses genast riktigheten av 
foljande sats:

Det finns en enda kongruent avbildning, i vilken triangeln ABC motsvaras av en godtyckligt vald 
med, ABC kongruent triangel A'B'C och punkter på en beståmd sida av planet ABC av punkter på en 
beståmd sida om planet A'B'C.

En specieil kongruent avbildning år en symmetrisk avbildning, i vilken varje punkt i ett be
ståmt plan, symmetriplanel, motsvarar sig sjålv, men punkterna på ena sidan om detta motsvaras 
av punkterna på andra sidan om detta.

Vi skola studera resultatet av två symmetrier utfbrda kring två normalplan m och a till 
samma råta linje t. Fbrst utfora vi den symmetriska avbiklningen kring p, som skår t i JZ, 
sedan symmetrien kring a, som skår t i A'. År nu Af mittpunkten av stråckan AA', motsvaras 
i den kongruenta avbildning, som år resultatet av de båda symmetrierna, A av A' och vinkel
benet AA' av det med detta i råt linje liggande vinkelbenet A'AV Varje halvplan tP motsvaras 
av sig sjålvt. Motsvaras punkten B på t av punkten B’, som också måste ligga på t, galler 
ståndigt BB' = AA', varom man lått bvertygar sig. Den kongruenta avbiklningen i fråga år 
således likaledes resultatet av en symmetrisk avbildning kring det normalplan till t, som går 
genoin mittpunkten till stråckan BB', och symmetrien kring normalplanet till t i punkten B', 
om de symmetriska avbildningarna utforas i nu nåmnd ordning. En kongruent avbildning med 
dessa egenskaper kalias translation, råta linjen t år translationsaxeln.

Antag, att två plan p och a skåra varandra i en råt linje r! Dess snittpunkt med ett 
godtyckligt normalplan w må vara O; eu må skåra p och « i två råta linjer, på vilka vi vålja 
vinkelbenen OM och OA' respektive, så att vinkeln MOA' cj år trubbig. År denna vinkel råt, inser 
man genast, att den kongruenta avbildning, som år resultatet av de de båda symmetrierna kring p 
och a, overfor varje halvplan rP i det i samma plan belågna halvplanet rP', så att punkterna P och P' 
ligga på var sin sida om r. År vinkeln i fråga ej råt, utan spetsig, finns det i to ett sådant vinkelben OA, 
att OM år bisektris till vinkeln AOA'. Utfores dårfbr fbrst symmetrien kring ti och dårefter sym
metrien kring a, motsvaras vinkelbenet OA av vinkelbenet OA'. Alla. punkter på r men ingen utom 
åro fixa, och halvplanet rP motsvaras av halvplanet rP, dår P motsvaras av P, så. att vinkeln 
mellan dessa halvplan år lika stor med vinkeln A0.1'. På samma sått, som då det var fråga om en

1 Endast då galla namligen alla tre likheterna AB = A'B', AC - A'C, BC — B'C.
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translation, inses, att vår avbildning på oåndligt många sått kan sammansåttas av symmetrier 
kring två plan, som skåra varandra i r. Varje dylik avbildning kallas vridning eller rotation; r 
år rotation saxeln.

Skåra rofationsaxlarna r och s varandra i P, år resultatet, av vridningama kring r och s en vrid
ning kring en. råt linje genom P. Den forstå rotationen kan ersåttas av en symmetri kring ett visst plan 
/ genom P och en symmetri kring planet rs, den andra av en symmetri kring rs och ett fullt 
beståmt plan d genom P. Symmetrierna kring planet rs, som utfbras efter varandra, upphåva 
varandra, så att resultatet biir en symmetri kring / och dåreftcr en symmetri kring o, d. v. s. 
en rotation kring snittlinjen mellan planen och d.

Det finns två kongruenta avbildningar, som bverfora de mot varandra vinkelråta vinkelbenen 
OA och OB i de mot varandra vinkelråta vinkelbenen OA' och OB'. En av dem kan beståmmas 
av foljande två vridningar. Forst utfores med bisektrisen till vinkeln AOAJ en vridning, som 
for OÅ i OA', OB i OB”. Eftersom vinkeln BOA år råt, år åven vinkeln B”OA' råt. Med (JA' 
som rotationsaxel utfores sedan den vridning, som for OB” i OB'. Den ena kongruenta avbildningen 
år således en vridning kring en rotationsaxel genom O. Den andra kongruenta avbildningen erhålles dår
for genom att forst utfora symmetrien kring planet AOB och sedan utfora en vridning. Den kan också 
erhållas genom att forsi utfora vridningen och sedan symmetrien kring planetOA'B’.

Det ar sålunda bevisat, att en kongruent avbildning antingen kan reduceras på en translation och 
en vridning eller en translation, en. symmetri och en vridning. En translation och en vridning kunna 
ersåttas av två symmetrier, varom man utan storre svårighet kan bvertyga sig. Overføres av 
translationen langs axeln AB punkten A i punkten B och måste fore vridningen en symmetrisk 
avbildning goras, kan ju denna foretagas kring AB:s normalplan i B. Den sista symmetrien i 
translationen kan ju ha detta plan till normalplan. Translationen och symmetrien kunna således 
ersåttas av en enda symmetri. Varje kongruent avbildning kan således ersåttas antingen av två sym
metrier eller av tre, i sista fallet mojligen av en.

Varje kongruent avbildning, som kan ersåttas av en translation och en rotation kallas en 
r8relse. Kunde jag bevisa, att fyra symmetrier alltid kunna ersåttas av två symmetrier, vore dår
med också bevisat, att två efter varandra utforda roreiser kunna ersåttas med en enda rbrelse, 
eller att rbrelserna bilda en grupp, en undergrupp i gruppen av kongruenta avbildningar. Finge 
man stbdja sig på den projektiva geometrien, vore uppvisandet av detta påstående enkelt. Fbrut- 
såttes parallellaxiomet, år uppgiften likaledes ej svår. 1 annat fali synes det mig, som om en 
ej obetydlig kånnedom om icke-euklideisk geometri vore nodvåndig. Vi forsoka dårfor ej fram- 
stålla något sådant.

Forutsåtter man, att rorelserna bilda en. grupp, kan man utgå från tre vinkelben OA, OB, OG, 
som med varandra bilda råta vinklar, och kalla denna trekant ett hogersystem, OA, OB, OG tagna 
i den givna ordningen. Varje rorelse, som overfor' OA och OB i OA' och OB', for OG i ett be
ståmt vinkelben OG'. Vi kunna dårfor kalla OA', OB', OG' i denna ordning for ett hogersystem. 
Ar O ABC ett hogersystem, åro OBAC, O AOB, OCBA vånstersystem, men OBCA och OGAB 
hogersystem.

Nu kunna hoger- och vånstersystem uteslutande med tillhjålp av anordningssatserna verkligen 
skiljas åt, d. v. s. det år verkligen mojligt att definiera åtskillnaden mellan hoger- och vånster
system. Då kan man bevisa, att roreiser åro sådana kongruenta avbildningar, som fora hogersystem 
i hogersystem. Emellertid år det en mycket vidlyftig och invecklad undersbkning, som måste 
foretagas for att visa, att det år mojligt att komma, till målet på denna våg. På grund dårav 
måste vi avstå från en sådan framstållning.

I stållet for att utgå från kongruens som det ursprungligen givna kan man lika val utgå 
från begreppet rbrelse och fastlågga dess egenskaper genom låmpligt valda axiom. Man kan 
exempelvis antaga foljande: Det finns en enda rbrelse, som for punkten A, vinkelbenet XSoch 
halvplanet ABC i punkten A', vinkelbenet A'B' och halvplanet A'B'G'. Rbrelserna bilda en grupp. 
En rbrelse, som fixerar två av en råt linjes punkter, fixerar linjens alla punkter. En framståll-
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ning av geometrien med dessa utgångspunkter avlågsnar sig givetvis långt från det euklideiska 
framstållningssåttet.

Slutligen kan det tillåggas, att lika vinklar kunna definieras, om Hilberts axiom 111:4—6 
utbytas mot foljande:

Ar A'B' = AB och C en punkt utom råta linjen AB, finnes i varje plan genom råta linjen 
A'B' på en beståmd sida om denna en enda punkt C, sådan att A'C = AC och B'C = BC.

Aro i trianglarna ABC och A'B'C : AB =A'B', AC — A'C, BC = B'C, I) och E punkter på 
vinkelbenen AB och AC respektive, D' och E' punkter på vinkelbenen A'B' och .A'C" respektive, 
så att AT) — A'D', AE = A’E', så år dessutom DE—D'ET.

Likbelågna vinklar i kongruenta trianglar sågas då vara lika.

$ 10. Kontinuitetsaxiomen.
V: 1. (Arkimedes' axiom). Låt A{ vara en godtycklig punkt, lel/igm mellan de likaledes god- 

tyckligt valda punkterna A och B. Konstruera punkterna A2, A:i . . . An, så att A{ ligger mellem A och 
Aa, Aa mellem At och A., o. s. v. samt så, att

AA^ = A^Aa — A2A^ = .... A„—An /
JM finns det l>land punkterna An en punkt Am, sådan att B ligger mellan A och Am.
Detta axiom antages av Euklides i hans femte boks fjårde definition, som lyder: »De stor

heter sågas hava proportion sinsemellan eller vara av samma slag, om vilka man kan begripa, 
att den ena kan tagas så många gånger, att han bliver storre ån den andra». Stråckor an tager- 
han nåmligen vara sådana storheter.

Med fdrhållandet mellan två stråckor AB och AC menas som bekant AB:s måtetal med AC 
som enhet. Kan AC delas i n lika delar, av vilka precis m tillsammans utfylla AB, år detta 

måtetal . Om ej, så existerar enligt det arkimediska axiomet, huru stort ån hela talet n må 

vara, ett helt tal m av foljande beskaffenhet
•.mkuVALc.
n n

Måtetalet år då ett irrationellt tal, vårs nårmevården definieras av olikheten. Dessa irra- 
tionaltal studerar Euklides i sin femte bok. Den femte definitionen (exhaustionssatsen) infor 
begreppet lika irrationaltal på foljande sått: »Storheter sågas vara i samma proportion, den forstå 
till den andra som den tredje till den fjårde, om den forstås och tredjes lika mångfaldiga, jåm- 
forda med den andras och fjårdes lika mångfaldiga, huru mångfaldiga de ån må vara, åro båda 
tillika storre, lika stora eller mindre ån de lika mångfaldiga av den andra och fjårde, om de 
jåmforas, som svara mot varandra, nåmligen den forstås med den andras och den tredjes med 
den fjårdes.»

Teorien for irrationaltalen behover numera som bekant ej iklådas geometrisk dråkt, då den 
ju år och bor vara oberoende av all geometri. Exhaustionsfdrfarandet, som ju definierar ett irra
tionaltal med dess nårmevården, år i den moderna aritmetiken utbytt mot det så kallade Dede- 
kindska snittet.

Indelas alla rationaltal i två klasser A och B, så att varje tal i klassen A år mindre ån 
varje ta] i klassen B, sågas dessa klasser bilda ett snitt i den rationella talmångden. Finnes i 
klassen A ett storsta tal, år det tydligt, att varje storre tal tillhor B. Snittet definierar då ett 
rationellt tal. Finnes ett minsta tal i B, galler motsvarande påstående. Finnes dåremot varken 
i A ett storsta tal eller i B ett minsta tal, såges snittet definiera ett irrationaltal, som såges vara 
storre ån varje tal i A och mindre ån varje tal i B.

Exempel på en klassindelning av det tredje slaget år foljande. For till A alla negativa 
rationella tal, noll och alla positiva rationella tal x, vilka satisfiera olikheten x2 < 2, till B alla 
positiva rationaltal g, som satisfiera olikheten g2 > 2. Med tillhjålp av denna snitt-teori visar 
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man som bekant synnerligen raskt, att låmpliga definitioner på summa, skillnad, produkt och 
kvot av irrationaltal kunna inforas, så att de råknelagar, som galla i det rationella talsystemet, 
åven galla i den irrationella talmångden. Slutligen bevisas, att denna mangd år kontinuerlig, 
d. v. s. att om ett Dedekinds snitt utfbres i denna talmangd, definierari detta snitt alltid ett 
tal, som hor till endera av de två klasserna. En utvidgning av talbegreppbt genom snitt i den 
nya talmångden år således ej mbjlig. i

Innehållet i Euklides’ femte bok, irrationaltalens teori, år således numera fbrvisat från geo
metrien till aritmetiken och behover dårfor ej hår studeras, utan antages vara bekant. Det arki- 
mediska axiomet mbjliggbr for oss att som koordinater for punkterna på en råt linje anvånda 
talen i det reella talsystemet, med andra ord att avbilda punkterna på en råt linje i det reella 
talsystemet, så att mot varje punkt svarar ett enda tal, som aldrig motsvaras av två skilda punk
ter. Att dåremot i denna avbildning varje tal motsvaras av en punkt, kan naturligtvis ej med 
hittills gjorda fbrutsåttningar bevisas. Det skulle kunna åstadkommas genom en utvidgning av 
punktbegreppet på samma sått som Dedekinds utvidgning av talbegreppet genom inforandet av 
irrationella tal. Denna utvidgning tånker sig Hilbert redan utfbrd, då han postulerar:

V: 2. (Fullståndighetsaxiomet). Geometriens element (punkter, rata linjer och plan) bilda ett sy
stem av begrepp, som icke vidare kan utvidgas. om alla de bvriga axiomen fortfarande skola vara giltiga.

Vi ersåtta detta med det låtthanterligare: j
V: 2'. Indelas punkterna på den godtyckligt valda stråckan AB i två sådana klasser I och II, att 

om Aj år en godtyckligt vakl punkt i klassen I och Bt likaledes en godtyckligt vald punkt i klassen II, 
A1 alltid ligger på stråckan (således på stråckan AT B), existerar en punkt C, som tillhor en
dera av dessa klasser och har den egenskapen, att varje punkt på stråckan AC år en punkt i klassen J 
och varje punkt på stråckan BC en punkt i klassen II.

Nu kunna vi bevisa fbljande sats:
Sats 1. En cirkel råkar i två punkter varje råt linje a, som går genom en av cirkelns inre 

punkter.
Cirkelns inre punkter åro de, som ha ett avstånd till medelpunkten O, som lir mindre ån 

cirkelns radie. Existerar en sådan punkt A på a, existera sådana i obegrånsat antal på a på 
varje sida om A. Ar år en sådan punkt, om AAt <( r—OA, dår r år cirkelns radie. Det 
finns också på a punkter B, sådana att OB > r. Våljes blott B på a, så att AB 2 r, måste 
OB + OA > 2 r, således OB > r galla. •

Vi indela nu punkterna på stråckan AB i två klasser I och II och råkna till I varje punkt 
Alt for vilken OAt < r gålier, till II de punkter B^, som satisfiera OBr > r. Varje punkt på 

- --------- stråckan AB tillhbr då endera klassen, och det år liitt att 
bevisa, att Ax alltid ligger på stråckan ABV Det finns såle-

/ \ des en punkt C, som skiljer dem åt. Denna år en av cir-
/ \ kelns snittpunkter med a.

/ \ Vore ej OC = r utan OC < r, d. v. s. OC = r — a, dar
a år en fullt beståmd stråcka, vålja vi på stråckan CB en 
punkt D, så att CD < a. Då år OD < r (Eukl. I: 20). Men 

\ D tillhbr klassen II; således OD > r. Således gåiler ej
\ CG < r- samma sått kan man bevisa, att antagandet

\ _________\ yx W > r måste fbrkastas. Således år Op = r, och C år den
\~ /C,sbkta snittpunkten. Att ytterligare en men endast en sådan

snittpunkt finnes, år nu lått att bevisa)
Sals 2. En cirkel med medelpunkten O, som går genom en 

Pig. 17 inre punkt A och en gitre punkt B till en cirkelliuje med medel
punkten O', skår denna i två punkter.

Vi kunna utan någon inskrånkning antaga, att varken A eller B ligga på rata linjen OO', 
emedan vi eljes på samma sått som i foregående sats kunna konstruera inre och yttre punkter 
med denna]^egenskap." Likaledes kunna vi antaga, att A och B ligga på samma sida om råta.
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linjen 00', emedan sådana eljes kunna konstrueras. I III: 7—8 år bevisat, att OB, > OAlt om 
A Br0'0 > A AyO'O. Vi indela nu vinkelbenen mellan vinkelbenen O'A och O'B i klasserna 7 
och II, och rakna till klassen I de vinkelben O'A,, vilkas åndpunkter A, på cirkeln O' satis- 
fiera OAt r, dår r år radien i den cirkel, som har O till medelpunkt. Till klassen II råknas
då de ovriga vinkelbenen O B^ for vilkas ånd
punkter Br på cirkellinjen O' således OB, > r 
galla. Det år ju alldeles tydligt, att V: 2' kan an- 
våndas på dessa vinkelben. Således existerar ett 
vinkelben O'C, som skiljer dessa klasser åt. På 
ungefår samma sått som i sats 1 .visas nu, att 
detta vinkelben O'C skår båda cirklarna i samma 
punkt. Att ytterligare en sådan snittpunkt existe
rar på andra sidan om OO' visas nu synnerli- 
gen lått.

Att dessa satser ej kunna bevisas utan V: 2 
eller V: 2' har Hilbert i sitt arbete visat, forut- 
satt att parallellaxiomet godtages. Enligt våra kon- 
gruensaxiom kunna vi utom konstruktioner av 
råta linjer endast utfora sådana, som kunna redu
ceras på avsiittandet av lika stråckor och vinklar. 
Den senare återfbr Hilbert på konstruktion av lika stråckor. 
nom avsåttning av lika stråckor ej kan konstruera alla kvadratiska irrationaliteter, 

Fig. 18.

Nu visar han, att man endast ge- 
vilket ju dår-

emot kan ske, om snittpunkter mellan cirklar få anvåndas.
Alla sådana kunna konstrueras med en enda cirkel (Steiner) eller medels en linjal med 

parallella kanter o. s. v. For att utan svårighet inse detta bor man vara hemmastadd i den 
projektiva geometrien, från vilken måttgeometrien kan overskådas som från ett hogre plan.

Det inses utan vidare, att sa.ts 1 i § 6 kan bevisas med hjalp av V: 2 utan konstruktioner.

g 11. Parallellaxiomet.
IV. Genom en punkt A ulom en rat linje b går endast en med denna parallelt r/it linje a.
Att det existerar minst en sådan parallel! visas i Euklides I: 27.
Nu kan man bevisa den så' kallade trans versal satsen:
Drages jMraZZcZZf med sidan BC i triangeln ABC en transrersal, som triiffar sidorna AB oeh AC 

i B' oeh C' respektive, galler
AB : AB' = AC : AC.

Denna sats bevisas med låtthet genom att anvånda exhaustionssatsen eller, vilket kommer på 
ett ut, genom att påvisa, att de båda forhållandena definiera ett och samma snitt i den ratio
nella talmangden. Hela likformighetslåran kan som bekant uppbyggas på denna sats, då ju den 
råcker till som grundval for bevisen av likformighetsfallen. Med tillhjålp av likformighetslåran, 
anvånd på en råtvinklig triangel, bevisas på bekant sått Pythagoras’ sats, som då får betraktas 
som ett samband mellan matetalen på sidorna i en råtvinklig triangel, likaledes Euklides 
III: 35—37, som givetvis likaledes åro oberoende av alla satser om ytlikhet. De regelbundna mång- 
hbrningar, som Euklides konstruerar, kunna också konstrueras oberoende av ytlikhetssatser. Det 
år bekant, att åven 17-horningen, 257-hbrningen o. s. v. kunna konstrueras med passare och 
linjal (Gauss). Att de andra reguljåra månghbrningarna existera, fdljer naturligtvis ur V: 2. Med 
passare och linjal kunna de dåremot i allmånhet ej konstrueras.

Euklides grundar sin likformighetslåra på begreppet ytlikhet, vilket ju bor undvikas, då. 
dårigenom något for likformighet fråmmande infores. Mot hans framstållning av teorien om yt
likhet kunna. dessutom ganska grava anmårkningar gbras. Vi skola senare behandla denna teori

I
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på ett sått, mot vilket inga invåndningar kunna resas. Slutligen framhålles ånnu en gång, att 
satsema I: 1—28 och III: 1—19 åro oberoende av parallellaxiomet.

§ 12. Allmanna betraktelser over Hilberts axiomsystem.
Vi ha nu sett, att Hilberts axiom I—V råcka till att bilda grundvalen for den euklideiska 

geometrien, i det vi kunnat bevisa alla satser av vikt utan att stbdja oss på andra forutsått- 
ningar. Alla givna bevis kunna foras utan figurer. Det biir visserligen svårt att overskåda be
vis, om figurer saknas, men år bevisf bringen ombjlig utan sådana, tyder det på att ej alla behov- 
liga fbrutsåttningar uppfbrts bland axiomen. Åskådningens roli i en rationell geometri år dårmed 
given. Den spelar givetvis en roil vid upptåckten av nya satser och ger god ledning vid bevis- 
f bringen, men som bevisgrund får den aldrig an våndas.

Ett villkor, som ett system av axiom nodvåndigt måste uppfy.lla, år, att de måste vara med 
varandra fbrenliga, så att ett axiom ej strider mot något eller några andra. Att Hilberts axiom 
uppfylla detta villkor, torde val få anses klart, då ånnu ej någon motsågelse kunnat påpekas i 
den geometriska lårobyggnad, vartill grunden år lagd i Euklides’ elementer. Att någon sådan 
motsågelse ej kan våntas, framgår for ovrigt dårav, att den då måste uppenbara sig inom den 
analytiska geometrien.

I den analytiska geometrien år en punkt sammanfattningen av tre reella ta) x, y, %, punk
tens koordinater, en råt linje sammanfattningon av de punkter, som satisfiera två ekvationer av 
forstå graden i x, y, z, eller ekvationerna:

x = at + f, y = pt + 7], z = yt + C («, P, T, f, 7], C konstanter, t variabel)
Punkten (xg, y^, z&) på denna råta linje ligger mellan (x3, y2, z2) och (x15 ylt z), om dess parameter- 
varde år ett tal, som ligger mellan de parametervården, som motsvara de båda andra punk
terna. Ett vinkelben innehåller de punkter, vilkas alla parametervården t ha samma tecken; 
a, p, åro detta vinkelbens riktningscosiner, på vilka år lagt villkoret «2 + p■ + ;-2 ~ 1. Vinkeln 
s mellan två vinkelben («./?,;-) och n) beståmmes av

cos £ = aa^ + PPr + HI
Avståndet d mellan två punkter (x, y, z) och (x±, y^ zt) beståmmes av

d = V (x — xj 2 + {y —yj 2 + (z — zj2.
Ett plan år sammanfattningen av alla de punkter, vilkas koordinater satisfiera

ax + by + cz + d = o.
Två punkter, som ej ligga i detta plan, sågas ligga på samma sida om det, om båda punkternas 
koordinater, antingen båda gbra ax + by + cz + d positivt eller båda två gbra det negativt. 1 
motsatt fali sågas de ligga på var sin sida av planet.

Klart år nu, att axiomen I—TV åro sanna i denna geometri. V: 1 galler, om såsom ko
ordinater anvåndas tal inom det reella talsystemet For att V: 2 skall galla, fordras, att samt
liga dessa tal få begagnas som koordinater. Så år ju ej fbrhållandet hos Euklides. Han har ej 
anvåndning av andra tal ån de rationella och de irrationella, som ur de rationella kunna bildas 
genom ett åndligt antal kvadratrotsutdragningar. I ett sådant geometriskt system år dårfor ej vin
kelns tredelnmg, kubens fbrdubbling och cirkelns kvadratur Ibsbara problem. De båda forstå bli 
losbara, om vi adjungera alla kubikrbtter till talsystemet, det tredje, om vi adjungera det trans
cendenta talet r. De kunna således Ibsas, om V: 2 galler. Skulle vi inom den analytiska geo
metrien tillåta imaginåra koordinater, inses det omedelbart, att axiomen i gruppen II ej kunna 
gålla, emedan begreppen stbrre och mindre ej åro anvåndbara inom det imaginåra talsystemet, 
åtminstone ej på ett naturligt sått. Icke desto mindre år det av fordel att vid många geometriska 
undersokningar anvånda imaginåra tal.
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Ett annat villkor, som kan pålåggas ett axiomsystem, år, att det ej skall innehålla några 
overHodiga axiom, d. v. s. att intet axiom får kunna bevisas med hjalp av de ovriga. Det år 
i allmånhet en mycket svår uppgift att bvertyga sig om, att en viss sats år oberoende av en 
viss samling andra. Det år egentligen åt denna uppgift, Hilbert ågnat sig i sina Grundlagen. 
Sårskilt har han grundligt undersokt, villken roil det arkimediska axiomet V: 1 spelar. Dessa 
undersokningar åro mycket vackra, men torde båst studeras i Hilberts eget arbete.

Att intet av axiomen i de båda forstå grupperna år overflødigt, forefaller ju tydligt. Sårskilt 
år det ju uppvisat, att ej ens punkternas anordning på en råt linje tillfredsstållande kan be- 
handlas endast med II: 1—3. Forst med II: 4 åf det mbjligt att losa problemet att rationellt 
ordna punkterna på en råt linje.

Det år mbjligt att något inskrånka innehållet i III: 41. Att III: 6 år oberoende av de andra, 
visar Hilbert på foljande sått. Han bibehåller definitionerna på punkt, råt linje, plan, »mellan* 
och på lika vinklar och åndrar definitionen på lika stråckor på foljande sått. Avståndet d mellan 
punkterna (æi, ?/i, Zi, <i) och (x2. y2, z2, t2) definieras av:

d = + Ih — 2 + («i — = ft ~ + /?)2 + P2 + y2-
Då gålla givetvis alla axiom i grupperna I, II, IV, V. Utan vidare inses, att III: 1,2, 4, 5 
galla; 111:3 gåiler, emedan — ts = — t2) + ft— f8), men III: 6 gålier ej. Låt oss betrakta
foljande punkter med s = o. A : x = o , y = o; B : x = 1 , y = o; C : x = o , y — 1; D : x = |, y = |.
Då år Bl) = CD = |, AD gemensam och /\ ADB = /\ ADC = R. Men trianglarna ADB och
ADC åro ej kongruenta, ty AB = 1, men AC = \/2. Således kan ej HI: 6 gålla allmånt, ehuru
det gålier for dessa båda trianglar.

Att parallellaxiomet år oberoende av de andra axiomen, skall visas i nåsta kapitel, dår de icke- 
euklideiska geometrierna skola studeras.

KAP. II.

De icke-euklideiska geometrierna.

§ 13. Något ur parallellteoriens historia.

Det euklideiska parallellaxiomet innehåller ett påstående, som forefaller tarva ett bevis i 
lika hbg grad som många av Euklides’ lårosatser. Otaliga åro också fbrsbken att bevisa detsamma, 
på det att geometrien måtte kunna befrias från denna »skamflåck*, som någon kallat axiomet i 
fråga. Många trodde sig ha lyckats; andra voro medvetna om, att de blott återfbrt parallell
axiomet på ett annat obevisat påstående, vårs sanning fbrefbll dem mera inlysande.2

Foljande »bevis» anfbrdes for ej lange sedan i åtskilliga lårobbcker i geometri. Skjut i 
triangeln ABC sidan AB långs linjen AB, tilis A kommer i B, vrid sedan stråckan AB 
i sitt nya låge, så att den kommer på vinkelbenet BC! Upprepa nu samma procedur, så att 
sidan AB skjutes långs BC till C, dår vrides over på CA, skjutes ned till A och vrides over i 

1 Detta har gjorts av någon forfattare i Matliematische Annalen for omkring fyra eller fem år sedan. 
Eftersom jag saknar tillgång till litteratur, kan jag for tillfallet ej yttra mig mera bestamt.

2 Så antog Proklus (410—485), att om c och b åro två i samma plan belågna rata linjer, som ej skara 
varandra, avståndet från b:s punkter' till a ej kan våxa over alla granser. En utmarkt framstållning av pa- 
rallellteoriens historia finnes hos Bonola, Geschichte der Nicht.-Euklidischen Geometrie, Leipzig 1908.
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sitt forrå lage! Slutresultatet av roreisen år en vridning av ett varv i punkten A. Sidan har 
vridits i triangelns hornpunkter, varje gang en vinkel lika stor med yttervinkeln till triangeln 
ABC i ifrågavarande hornpunkt. Summan av de tre yttervinklarna skulle således vara fyra råta, 
d. v. s. triangelns vinkelsumma skulle vara två rata. Att parallellaxiomet i så fail år giltigt, 
skall långre fram visas.

Roreisen består tydligen av tre translationer och tre vridningar. Det år lått att inse, att roreisen 
kan ersåttas av en vridning av planet kring punkten A, som år summan av triangelns tre ytter- 
vinklar, samt den rbrelse, som ersåtter de tre translationerna långs triangelns sidor. Det forut- 

såttes tydligen, att resultatet av dessa tre translationer år den identiska 
avbildningen.

Om så vore forhal landet, skulle i yttervinkeln BOB till triangel n BCA fin
nas ett vinkelben CD, så att både /\DCB= /\ABC och /\ECD=/\ CAB 
gålla. Detta forutsåtter, att en triangels yttervinkel år lika med summan 
av de båda motstående innervinklarna. »Beviset« forutsåtter således just 
det, som skulle bevisas.

Fornekas parallellaxiomet, kunna således ej två translationer långs två 
varandra skårande råta linjer ersåttas av en translation, utan av en trans
lation och en vridning. Detta visar i vilket stort beroende av parallell
axiomet rbrelseteorien står.

Redan tidigt gjordes fbrsbk att definiera de med råta linjen a i planet « parallella råta lin- 
jerna i samma plan som orten for de punkter med lika avstånd till linjen a, som i planet a 
ligga på en beståmd sida om a. Det påpekades emellertid ganska snart, att denna definition 
forutsåtter, att orten for dessa från a ekvidistanta punkter verkligen år en råt linje. Alan kan 
bevisa, att så år fbrhållandet, om tre punkter A, B, C, som åro be- 
lågna i planet a på samma sida om a, ha lika avstånd till a och 
ligga i råt linje.

AA' BB', CG' åro sålunda tre normaler till a och AA' BB' - 
— GC'. Det år lått att inse, att foljande vinkellikheter gålla:

A BAA'= A ABB'; A CBB' = /\BGC; A ACC'= A GAA'; således 
/\ABB'—/\CBB'.
Var och en av dessa vinklar och dårmed alla vinklarna vid A, B och C åro således råta. Fyr- 
hbrningen ABB'A' år således en rektangel. Men vi skola strax se, att om det fiims en enda 
rektangel, år varje fyrhorning, som har tre råta vinklar, också en rektangel. I så fail inses ge- 
nast, att orten for punkter, som i ett plan a ligga på samma sida om en råt linje a i « och på 

n a, alltid år en råt linje. Men då år det lått att bevisa parallellaxiomet.
Vi antaga, att vinkeln GBA år råt, men den i samma plan belågna vin
keln BAD spetsig, och skola bevisa, att vinkelbenen BC och AD ha en 
gemensain punkt. Fåil från D normalen DA. till rata linjen AB! Om 
B folie mellan A och Ait vore satsen bevisad, ty enligt II: 4 måste då 
råta linjen BG tråffa stråckan AD, då den enligt Euklides I: 27 ej kan 
tråffa ens råta linjen AD). Vi antaga således, att At ligger mellan A och 

x B, vålja D2 på vinkelbenet AD, så att D ligger mellan D2 och A och lik- 
* heten DD2~DA galler. Från 7J2 falles normalen D2A2 mot AB och nor

malen D2E mot AJ). Enligt tredje kongruensfallet åro trianglarna DgED 
och AA.D kongruenta; enligt vårt antagande år dessutom D2E = A2A,.

Således galler AAt — AjAg. Faller ej B mellan A och As, konstrueras på AD den nya punkten 
D^, så att D2D.a=DD2. Från D3 falles normalen D3A3 mot AB. Dårefter bevisas som ovan 
A.aA2=A2A1=AA1. Fortsåtta vi att konstruera nya punkter D^ D^ . . . och At, A,. . . ., måste en
ligt V: 1 slutligen en punkt An påtråffas, som har ett sådant låge, att B ligger mellan An och 
A. På det sått, som redan fbrut anvånts, bevisas, att råta linjen BC tråffar stråckan AD,,. i nå
gon punkt. Dårmed år parallellaxiomet bevisat.

samma avstånd fr
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Legendre (1752—1833) har nedlagt mycket arbete på frågan om en triangels vinkelsumma. 
Han bevisar ytterst elegant, att en triangels vinkelsumma ej kan vara storre ån två råta. An
tag, att i triangeln ABC ingen sida år storre ån sidan AC! Dela BC mitt itu i D, och drag ut 
stråckan AJ) till Clt så att DC^—DA.
På grund av konstruktionen galla:

frAC^/\CAD, ^l)BC1=/\BCA, f\A(\B</\CAB< f\ABC< ^ABC^ KAC^ ^C^AB.

1 triangeln ABC, år således ACj den storsta sidan, A • /\CAB och vinkelsumman likau
med vinkelsumman i triangeln ABC, vilken vi antaga vara lika med 2 B + a, dår « år en 
vinkel av beståmd storlek. Konstruera vi ur triangeln AB^ tri
angeln ABC2 på samma sått, som vi ur triangeln ABC konstru- 
erade ABClt år vinkelsumman i den nya triangeln 2 R + a, men

/\AC2 /\CAB. . Fortsåttas enligt samma fbrfaringssått

konstruktionerna, erhålles slutligen en triangel ABC,,, vårs vinkel-

summa år 2 R + «, under det att /\ACnB<. • A CAB. Om Li

blott n iir tillråckligt stort, galler —■ A CAB< a. I. triangeln ABCH vore således summan av två 

vinklar storre ån två rata, vilket år orimligt. Vinkelsumman i en triangel kan dårfor ej vara stiirre 
ån två råta.

Slutligen har han bevisat, att om vinkelsum-man i en enda triangel år två råta. år vinkelsumman 
i varje triangel lika med två råta.

År vinkelsumman i triangeln ABC två råta, gåiler detta också for trianglarna ADB och 
ADC, om punkten D ligger mellan B och C. Vore nåmligen vinkelsumman i triangeln ADB 
lika med 2 R — a, måste den i triangeln ADC vara 2 R + a, vilket år bevisat vara orimligt. 
Varje triangel AEF, dår E och F åro punkter på stråckorna AB och AC respektive, har således 
sin vinkelsumma lika med två råta. Specieilt existera råtvinkliga trianglar med två råta till 
vinkelsumma.

Existerar en sådan triangel, existerar också en rektangel. Av fyra med denna kongruenta 
rektanglar kan man konstruera en rektangel, vårs sidor åro dubbelt så stora som den forras. 
Fortsåtter man med detta fbrfarande, når man slutligen rektanglar med huru stora sidor som helst, 
således också råtvinkliga trianglar med huru stora kateter som helst och två råta till vinkelsumma.

Nu kan man bevisa, att vinkelsumman i varje råtvinklig triangel ABC år två råta. Ar A 
den råta vinkelus spets, finns det enligt det foregående en råtvinklig triangel, vårs vinkelsumma 
år två råta, och vårs kateter åro storre ån kateterna AB och AC. Upprita en med denna kongru
ent triangel AB'C, så att B faller mellan A och B' och C mellan A och C". Enligt det fore
gående år då vinkelsumman i triangeln ABC två råta.

Varje triangel kan delas i två råtvinkliga trianglar. Då råtvinkliga trianglars vinkelsumma. 
år två råta, galler samma påstående for varje triangel, vilket skulle bevisas.

Existerar en enda rektangel, existerar också en råtvinklig triangel med två råta till vinkel
summa. Varje råtvinklig triangels vinkelsumma år då två råta, och det existerar rektanglar med 
sidorna lika med två givna stråckor. Varje fyrsiding ABCD, i vilken vinklarna vid B och C 
år råta samt AB—CD, måste vara en rektangel, emedan mitt punktsnorm alen genom mittpunkten 
till stråckan BC delar den i två kongruenta hålfter. Det år nu lått att visa, att varje punkt på 
råta linjen AD ligger lika långt från råta linjen BC. Vi ha fbrut bevisat, att parallellaxiomet 
i så fali år giltigt. Vidare bevisade vi, att det existerade rektanglar, om det fauns tre punkter 
A, B, C i ett plan « genom råta linjen a, som lågo på samma sida om a och lika långt från a. 
Huder denna fbrutsåttning galler sålunda också. parallellaxiomet.
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Redan den bekante matematikern Wallis (1616—1703) hade påpekat, att om likformiga, ej 
kongruenta trianglar existerade, kunde parallellaxiomet bevisas. Det lir ju tydligt, emedan det då 
finns fyrsidingar, vilkas vinkelsumma år fyra råta, vilket ej kan vara mbjligt, om en triangels 
vinkelsumma avviker från två råta.

Saccheri (1667—1733) har bevisat fbljande viktiga sats: Ar vinkelsumman i en enda triangel 
lika med, storre lin eller mindre an två rata, dr vinkelsumman i varje triangel lika med, storre an eller 
mindre dn två rata. Han lyckades bevisa parallellaxiomet, om han antog, att vinkelsumman icke 
kunde vara mindre ån två råta i någon triangel, och uppvisade sålunda falskheten i antagandet, 

__________ _ att en triangels vinkelsumma år storre ån två rata. Han visade vi- 
____  dåre, att om vinkelsumman år mindre ån två råta, råta linjerna i pla- 

________/ | _______ net Aa genom punkten A kunna uppdelas i två klasser, den ena 
bestående av sekanterna till a, den andra av de råta linjer, som icke

Fig. 23. tråffa a. Det inses ju genast. Men han visade också, att de råta
linjer och som skilja dessa åt, visserligen ej tråffa a, men 

dock nårma sig a oupphorligt, så att det finnes punkter på var och en av dem, vilkas avstånd 
från a år mindre ån varje given stråcka. Av denna anledning forkastede lian det antagande, 
som lett honom till denna slutsats, och ansåg sig dårmed ha bevisat parallellaxiomet.

Lambert (1728 —1777) kom oberoende av Saccheri till samma resultat som denne. Alen han 
påpekade också, att om AB år normalen från A mot a, kan stråckan AB måtas av vinkeln mellan 
denna normal och endera av de ovan namnda råta linjerna p1 och For stråckor skulle så
ledes finnas ett absolut mått såvål som for vinklar. Anser man detta orimligt, år således pa
rallellaxiomet riktigt. Han påpekade, att det ej kan vara alldeles orimligt, att en triangels 
vinkelsumma år storre ån två råta, då ju så år forhållandet i varje sfårisk triangel. På ett 
»imaginårt klot» borde enligt hans åsikt påtråffas trianglar med vinkelsumman mindre ån två 
råta, varfbr den plana trigonometrien for dylika trianglar bor framgå ur den sfåriska, om man 
gbr sidorna i de sfåriska trianglarna imaginåra. Att så år fallet for de reella motsvarigheterna 
till »imaginåra klot», ytor med konstant negativ krakning, uppvisades också, fastån långt efter 
Lamberts dbd.

Ryssen Lobatscheffsky och ungraren Bolyai visade slutligen oberoende av varandra, att man ej 
kommer till några orimligheter, om man fbrkastar parallellaxiomet. Deras arbeten utkommo 
ungefår samtidigt, omkring år 1830. Båda hade lyckats att konstruera det nya geometriska sys
temets trigonometri, just den trigonometri, som Lambert fbrutsett. Dårmed hade de också visat, 
att den nya larobyggnaden ej garna kunde innehålla några motsagelser, ty sådana borde ju uppen- 
bara sig inom trigonometrien; men mot denna kunde inga invåndningar gbras.

Biemann visade senare, att om man tankte sig ett koordinatsystem infort, så att man således 
kunde rora sig inom den analytiska geometrien, finns det tre olika sått att infora mått på stråckor 
och vinklar, så att kongruenslåran kan utvecklas. Våljer man det ena av detta, kommer 
man till den euklideiska geometrien, våljer man det andra, kommer man till det geometriska 
system, som Lobatscheffsky och Bolyai studerat. Våljer man slutligen det tredje, kommer man 
till ett ny tt geometriskt system, i vilket triangelns vinkelsumma år storre ån två råta. Alla 
Hilberts axiom kunna då ej vara riktiga. Anordningsaxiomen måste fbråndras och dårmed också 
kongruensaxiomen något modifieras. Anordningsaxiomen kunna emellertid råddas, om man in- 
skrånker deras giltighct till ett »begrånsat område«, inneslutet av en yta, som utåt år bverallt 
konvex, exempelvis ett klot.

Det angenåmaste och mest instruktiva av alla sått att komma in i de icke-euklideiska geo
metriska systemen år att fore allt tal om kongruens grundlågga den projektiva geometrien och 
från denna stiga ned till måttgeometrien. For att fblja denna metod fordras dock ett ej ringa 
intresse for den projektiva geometrien sjålv.

For att komma fort in i de icke-euklideiska geometrierna låmpar sig ett av Wellstein1 an-

1 Weber-Wellstein, Encyklopådie der Elementar-Mathematik, Theil II. 2 A. Leipzig 1907.
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givet sått att i den euklideiska geometrien definiera ett system av kurvor och ytor, som ha de 
egenskaper, som i de icke-euklideiska geometrierna tillkomma råta linjer och plan. Den foljande 
framstallningen påminner visserligen foga om Wellsteins metod att komma fram. Den grundar 
sig i stållet på ett uppslag av H. Poincaré i hans beromda arbete La science et l’hypothése. 
Den torde vara både låttfattligare och leda raskare till målet ån Wellsteins metod.

§ 14. Poincarés »icke-euklideiska viirld*.
Sidan 84 och foljande i Poincarés arbete låsa vi foljande:
»Supposons, par exemple, un monde renfermé dans une grande sphere et soumis aux lois 

suivantes:
La temperature n’y est pas uniforme; elle est maxima au centre, et elle diminue å mesure 

qu’on s’en éloigne, pour se réduire au zéro absolu quand on atteint la sphere ou ce monde est 
renfermé.

Je précise davantage la loi suivant laquelle varie cette température. Soit li le rayon de la 
sphere limite; soit r la distance du point considéré au centre de cette sphere. La température 
absolue sera proportionelle å R2 — f2.

Je supposerai de plus que, dans ce monde, tous les corps aient méme coefficient de dilata 
tion, de telle fagon que la longueur d’une régle quelconque soit proportionelle å sa température 
absolue.

Je supposerai enfin qu’un objet transporté d’un point å un autre, dont la température est 
différente, se met immédiatenient en équilibre calorifique avec son nouveau milieu.

Kien dans ces hypotheses n’est contradictoire ou inimaginable.
Un objet mobile deviendra alors de plus en plus petit a mesure qu’on se rapprochera de 

la sphere limite.
Observons d’abord que, si ce monde est limité au point de vue de notre géométrie habitu- 

elle, il paraitra infini å ses habitants.
Quand ceux-ci, en effet, veulent se rapprocher de la sphere limite, ils se refroidissent et 

deviennent de plus en plus petits. Les pas qu’ils font sont done aussi de plus en plus petits, 
de sorte qu’ils ne peuvent jamais atteindre la sphere limite.

Si pour nous, la géométrie n’est que l’étude des lois suivant lesquelles se meuvent les soli
des invariables; pour ces étres imaginaires, ce sera l’étude des lois suivant lesquelles se meuvent 
les solides déformés par ces differences de température dont je viens de parler.

Sans doute, dans notre monde, les solides naturels éprouvent également des variations de 
forme et de volume dues å l’échauffement ou au refroidissement. Mais nous négligeons ces 
variations en jetant les fondements de la géométrie; car, outre qu’elles sont tres faibles, elles 
sont irréguliéres et nous paraissent par conséquent accidentelles.

Dans ce monde hypothétique, il n’en serait plus de méme, et ces variations suivraient des 
lois réguliéres et tres simples.

D’autre part, les diverses piéces solides dont se composerait le corps de ses habitants, su- 
biraient les mémes variations de forme et volume.

Je ferai encore une autre hypothése; je supposerai que la lumiére traverse des milieux 
diversement réfringents et de telle sorte que l’indice de refraction soit inversement pro portion n el 
å R2 — r'2. Il est aisé de voir que, dans ces conditions, les rayons lumineux ne seraient pas recti- 
lignes, mais circulaires.»

Aro stråckorna As och As' så små, att alla punkterna på var och en av dessa kunna an
ses ha samma temperatur, har As på avståndet r från klotets medelpunkt den absoluta tem
peraturen T och As' på avståndet r absoluta temperaturen T, råknas i (len tånkta vårlden dessa 
stråckor lika, om:

As As' As As'=: - P pr - • —- — —
T T ' R2-r2 R^r"
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Beteckna vi i vår euklideiska geometri bågelementet med ds = fdx1 + dy2 + dz2, beråkna vi i 
den nya geometrien bågelementet da på foljande sått:

da — kds 
B^r2’

diir k år en konstant, som vi efter behag kunna fbrfoga over.
Nu galler det att losa foljande problem: Langs vilka kurvor år fda ett minimum, d. v. s. 

vilken av kurvorna i vår geometri år det kortaste »avståndet» mellan två punkter, eller langs 
vilken kurva. skall en punkt, som i den tånkta vårlden anses rora sig med konstant hastighet, 
fbrflyttas for att tillryggalågga avståndet mellan två givna punkter på kortast mojliga tid. Att 
beståmma minimum av C \Jdx2 + dy2 + dz2 J tf — ^ + ^ + z2)

år ett relativt enkelt variationsproblem, om man overgår till polåra koordinater. Resultatet år 
foljande:

De sokta kurvorna dro cirklar, som ligga i plan genom det givna klotets centrum och skiira, 
detta klot under råta vinklar, eller med andra ord, de sokta kurvorna aro det givna klotets ortogonal
cirklar.

Som bekant år Ijusets hastighet i olika Ijusbrytande åmnen omvånt proportionel! mot deras 
brytningsindex n. For oss år således enligt Poincarés antagande, om Ijusets hastighet som van* 

Hsligt betecknas med denna hastighet variabel på samma gån g som r, så att standigt:

1 ds
^5—5 -7; = konstant.lir-r- dt

Från den nya geometriens ståndpunkt år således Ijusets hastighet konstant. Beståmma vi dår

for efter kånda brytningslagar en Ijusstråles våg i den nya vårlden, ha vi på samma gang lost 
ovan angivna variationsproblem, ty en Ijusstråle beskriver som bekant alltid den våg, som for 
den fortast fram mellan två punkter, som den passerar. Eftersom brytningen sker vid koncen
triska klot, biir Ijusstrålen alltid en plan kurva, vårs plan går genom det begrånsande klotets 
centrum. Vi kunna således studera fbrhållandena i ett beståmt av dessa plan och infora i detta 
plan polåra koordinater r och v.

Ar a den vinkel, som en Ijusstråle eller råttare sagt dess tangent i punkten med koordina- 
terna r och v bildar med radiusvektor, bevisar man lått, att foljande brytningslag i detta fali 
(brytning vid koncentriska cirklar) galler:

• r n ■ C (R2-r2)2)  nr sin a = Q eller sin « =--------- ,r

dår C år ett for kurvan ifråga konstant tal. Det år lått att visa, att kurvan år en cirkel. 1 
rdv

stållet for att integrera differentialekvationen, som erhålles, om sin « ersåttes med - , beråkna ds

vi i stållet krbkningsradien p, som beståmmes av - = —, dår de år den så kallade kontingens- 
p ds

vinkeln eller vinkeln mellan två successiva normaler eller tangenter. Nu galla i polåra koordi
nater foljande ekvationer:

— de = dv + da; rdv = sin a . ds; dr = cos a . ds.
de 
ds

sin a da+ ■ . cos a. r dr
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Insåttas nu vardena på sin « och cos a . ~, erhålles o = ■
dr 2 C

Kurvan år sålunda en cirkel, ty

det finns inga andra plana kurvor med konstant krokning. For r = R år sin « = 0. Kurvan 
år således en ortogonalcirkel till det givna klotet.

Det givna klotet med radien R, vårs medelpunkt vi skola beteckna med O, kunna vi for 
korthetens skuil kalla det absoluta klotet och beteckna det med co. Detta klots ortogonalcirklar, 
den nya geometriens råta linjer, skola vi kalla o-cirklar. Dessa omfatta åven de råta linjer, som 
gå genom O. Den nya geometriens plan bli givetvis de klot, som skåra (o under råta vinklar; 
vi beteckna dem med o-klot. Innan vi gå vidare i studiet av dessa kurvor oeh ytor, måste vi 
ågna vår uppmårksamhet åt det slags transformationer, som kallas avbildningar med reciproka 
radier.

$ 15. Inversioner eller avbildningar med reciproka radier.
Givet år en cirkel med medelpunkten A och radien p. En inversion eller avbildning med 

reciproka radier med denna cirkel som inversionscirkel år en sådan transformation, att om punk
ten P motsvaras av punkten P samt AP och AP' betecknas med r och r', foljande relation galler:
1)   rr' = p1.

Dårjåmte skola vinkelbenen AP och AP sammanfalla. Inforas råtvinkliga koordinater med origo 
i O och beteckna vi de båda punkternas koordinater med respektive x, y och x', y', gålla således:

2) x — xy L-
p2 r'2’ p2 r'2'

men också

n- r2' p2 r2

Genom råkning kan man lått bevisa foljande: Varje inversion avbildar en cirkel i en cirkel och 
dr konform, d. v. s. avbildar vinkeln mellan två kurvor i en lika stor vinkel mellan de motsvarande 
kurvorna.

Hårom kan man for ovrigt overtyga sig utan råkning. Ligger punkten P på en cirkel med 
radien R, år medel punktsa vståndet från A for denna cirkel a och skår AP på denna cirkel ut 
en punkt N med avståndet s från A, så galler foljande bekanta likhet:

rs ~ a2 — R2.

Denna elevation jåmfores med ekv. 1- Vi finna då:

Punktraden P år således likstålld med punktraden »S. Beskriver <S’ en cirkel, beskriver P en 
med denna likstålld cirkel. I likstålligheten åro P och P ej homologa utan så kallade anti- 
homologa punkter. Att avbildningen år konform, framgår av det upptåckta sambandet mellan 
inversion och likstållighet.

Det behbver val ej påpekas, att om punkten P i en inversion motsvaras av punkten P, 
motsvaras åven P av P, och att inversioner dårfbr påminna om symmetriska avbildningar. Två 
inversioner kring samma inversionscirkel ge således till resultat identiteten. Dåremot bor det 
kanske framhållas, att planets rata linjer måste råknas med till cirklarna, ty varje råt linje, som 
ej går genom inversionscentrum, avbildas i en cirkel genom inversionscentrum och tvårt om. En
dast råta linjer genom inversionscirkelns medelpunkt fbrbli råta linjer. De motsvara sig sjålva.

5
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Inversioner kring klot kunna avfardas med den anmårkningen, att de kunna ersåttas med 
inversioner kring de cirklar, som planen genom inversionscentrum utskåra på inversionsklotet. 
Klot overforas således i klot, om vi betrakta planen som klot av specieil beskaffenhet. Endast 
planen genom inversionscentrum motsvaras av plan. De motsvara sig' sjålva. Slutligen bor 
framhållas, att inversionscirkelns eller inversionsklotets centrum motsvaras av alla oåndlighets- 
punkter, som dårfor bora uppfattas som en enda punkt.

§ 16. Hilberts axiom och den nya geometrien.

Vi återgå nu till det absoluta klotet co och dess o-cirklar och o-klot. Varje o-cirkel mot- 
svarar tydligen vid en inversion kring co sig sjålv. En o-cirkel genom punkterna A och B går 
nåmligen åven genom de punkter A' och B', som vid inversionen kring co motsvara A och B, 
och år dårfor fullt beståmd. Hårav framgår genast riktigheten av foljande: Genom två punkter 
A och B, som ligga inom eller på det absoluta klotet co, går en enda o-cirkel AB, nåmligen den, som 
går genom Å, B, A', B'.

Ett ortogonalklot till co år beståmt av en o-cirkel och en punkt utom denna. Ligger denna 
punkt i o-cirkelns plan, år o-klotet ett plan genom 0. Ett o-klot innehåller alla o-cirklar genom 
två av dess punkter, om dessa senare ligga inom co. Således: Ett o-klot år beståmt av tre punk
ter inom eller på det absoluta klotet, om dessa tre punkter ej tillhora samma o-cirkel. Två o klot, som 
ha en gemensam punkt, ha en gemensam o-cirkel.

Vi ha således bevisat foljande viktiga sats:
Utbytas i axiomen i Hilberts forstå grupp »punkt* mot »punkt inom det absoluta klotet*, »råt 

linje* mot »o-cirkel* eller »ortogonalcirkel till det absoluta klotet*, »plan* mot »o-klot» eller »ortogonal
klot till det absoluta klotet*, forbliva dessa satser fortfar ånde riktiga.

Åro A och B två punkter inom klotet co, kunna vi definiera »stråckan AB* som den o-cir- 
kelbåge AB, vårs alla punkter ligga inom det absoluta klotet co. Varje punkt G på »stråckan« 
AB, såges ligga »mellan» A och B. En »stråcka» AB kan från o-cirkeln AB:s medelpunkt M 
projicieras av vinkelben MG, som ligga mellan vinkelbenen MA och MB. Hilberts axiom 11:1—3 
gålla dårfor, emedan de gålla for vinkelbenen mellan två vinkelben.

Varje klot delar de av rummets punkter, som ej ligga på klotet, i två klasser, inre och 
yttre punkter. Ett o-klot « delar således det absoluta klotets inre punkter:i sådana, som ligga 
inom både a och co, samt i sådana, som ligga inom co men utom a. Naturligtvis bortse vi då från 
«:s egna punkter. Tillhbr punkten A den forstå, punkten B den andra klassen, måste o-cirkeln 
AB skåra a i två punkter C och G'. Dessa motsvara varandra i inversionen kring co. Endast 
en av dem ligger dårfor inom co. Vi ha således visat, att varje o-klot delar det absoluta klotets 
inre punkter i två klasser, så att om A och B tillhora var sin av dessa klasser, »stråckan« AB 
och o-klotet co ha en gemensam punkt. Eftersom en o-cirkel och ett o-klot endast skåra var
andra i en punkt inom co, måste om ett o-klot och »stråckan » AB ha en gemensam punkt 
G, A och B tillhora var sin av ovannamnda klasser. Det år sålunda tydligt, att axiomet 11:4 gåiler. 
Således:

Hilberts anordningsaxiom kunna tillåmpas på, det absoluta klotets inre punkter, dess o-cirklar och 
o-klot.

Varje sats, som stbder sig uteslutande på axiomen i grupperna I och II fbrblir således rik- 
tig, om »råt linje» och »plan» utbytas mot »o-cirkel» och »o-klot till ett givet klot» co, »punkt» 
mot »punkt inom co». Desargues’ sats, satsen om den fjårde harmoniska punktens entydighet 
och over huvud taget den projektiva geometriens alla satser tillåta en sådan bversåttning. Det 
syns således, att en strång grundlåggning av geometrien och en undersbkning av de enskilda 
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axiomens råckvidd åro av stor praktisk betydelse. Desargues’ sats, oversatt på det nya geomet
riska språket, vore det kanske ej så enkelt att direkt bevisa.

Ekvationerna for ortogonalkloten till det absoluta klotet (u åro, om ett råtvinkligt koordinat
system med origo i O, infores:

1)  x2 + V^ + z2 + 2Ax + 2 By + 2 C» + R2 = 0,
dår A, B, G åro parametrar. Att genom råkningar bevisa foregående satser år således en enkel 
sak. Dessa ekvationer kunna goras linjåra genom foljande substitution:

.........................  jK2 + ^ + i^
Mot varje reell punkt x, y, z svarar en reell punkt x', y', V. Denna senare motsvarar också 

den punkt, som år bilden av x, y, x vid inversion kring o). Åven mot vissa imaginåra punkter 
[x, y, svara reella punkter (x, y', z'). Man finner lått, att om x, y, z åro reella, galler 
®'2 + y2+2'2<B2- Ar x2Ay'^^>R\ motsvarar den reella punkten x, y', z' två imaginåra 
punkter x, y, z. Tydligt år, att transformationen avbildar o-cirklarna och o-kloten på den 
euklideiska geometriens råta linjer och plan, så att snittpunkterna mellan två o-cirklar motsvara 
snittpunkten mellan de motsvarande råta linjerna. Det absoluta klotet avbildas i sig sjålft. Två 
o-cirklar, som skåra varandra i punkter, som ej ligga på det absoluta klotet, motsvaras av två 
råta linjer, som skåra varandra inom det absoluta klotet. Två o-cirklar, som ej skåra varandra, 
motsvaras av två råta linjer, som skåra varandra utom det absoluta klotet. Långre fram skola 
vi studera denna transformation ur andra synpunkter.

Dåremot bor det genast nu framhållas, att denna transformation ej iir konform. Det fram
går ju dårav, att en triangels vinkelsumma i den nya cirkelgeometrien tydligen alltid iir mindre 
ån två råta. Vidstående figur visar en triangel, vårs alla vinklar åro noll. 
Dess hornpunkter ligga visserligen på det absoluta klotet, och triangel n år så
ledes ingen egentlig triangel. Av exeinplet framgår dock, att det finns tri
anglar med hur liten vinkelsumma som helst. Parallellaxiomet år sålunda ej 
giltigt inom den nya cirkelgeometrien. Dåremot galla kontinuitetsaxiomen. 
Som koordinater anvåndas ju de reella talen. Dårfor galler V:2. Att V: 1 
gåiler, inser man genast av framstållningen i nåsta paragraf.

Vi gå nu att betrakta inversionerna kring det absoluta klotets o-klot. År 
medelpunkten i ett sådant punkten a, 1>, c, gålla enligt § 15 transformations- 
formlerna

Cl (C 1 Cl3) ... - — = 2 (3 st.), dår r2 = (x—aj- + (y—h)2 + (z—c)2 och Jo2=a2 + b2 + c2—B.2, jåmte 
P r“

3') ............................................................ (3 st.)p- V

Att dessa transformationer ej foråndra vinklarnas storlek, år redan bevisat. Att de ej heller 
foråndra »stråckornas* storlek, uppvisas genom att genom råkning bevisa foljande likhet:

\/d + x'2 Ad y'2Ad x'2
B2— trAn2 + z^B^-^Ay^A- x'2)'

Transformationerna overfora således »stråckor* och »vinklar* i lika stora »stråckor* och 
vinklar. De overfora vidare det absoluta klotets inre punkter i dess inre punkter.

Bland dessa transformationer finns en, som overfor en efter behag vald inre punkt A i det 
absoluta klotets medelpunkt O. Utan att problemet inskrånkes, kunna vi beteckna A:s koordi
nater med Xj, 0, 0. Foljande inversion år den sokta:
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x —a x—a
4) a2

— z------— - (3 st.), dåra=—.
R2 (X---«)2 + ?/2+%“ SCj

O år således ej någon punkt, som i något hånseende skiljer sig från de andra av det absoluta 
klotets inre punkter. Transformationen tillåter oss att utbyta varje punkt mot O, vilket år av 
stor fordel, emedan råkningarna dårigenom forenklas. Onska vi studera forhållandena på ett 
o-klot, kan detta genom en dylik transformation utbytas mot ett o-klot, som år ett plan genom 
O. Varje o-cirkel kan genom en dylik transformation bverfbras i en råt linje genom O o. s. v. 
»Lika stråckor» OA, OB i O åro åven i vanlig bemårkelse lika. Man inser således genast, att 
hela gruppen III av Hilberts axiom åro giltiga, ty III: 1 — 3, 6 åro giltiga i O, således alltid gil- 
tiga. Att III: 4 — 5 gålla, inses ju omedelbart, emedan »lika vinklar* åro i verklig mening 
lika vinklar.

§ 17. Trigonometrien i den nya geometrien.

Låt oss betrakta foljande o-cirkel:
. si2 R21)     -x + R~ — os

R'2—s2 
Den skår æ-axeln i punkten x=s. Dess radie p beståmmes av p = 9 - .

(Ivergå vi till polåra koordinater r och v, overgår 1) i
R2 A-r'2 R'2 + s'22)   cos v=— :r s

Infora vi slutligen vårdet på p i ekv. 2, § 14 och erinra oss, att 2 ('= , beståmmes vinkeln a

mellan o-cirkeln och radiusvektor i punkten r, v av ekvationen:

Slutligen beråkna vi ur ekv. 1, § 14 »avståndet» o mellan O och punkte|i med koordinaterna 
r, v. Vi erhålla då:
,, k: , R + r
4)  

øx 0 -r Ti.(J
4') .....................................................  r=R. = Rth x, dår x — —,

e+e~ k
om, som vanligt, funktionerna siha:, coha:, tha: definieras av:

g*—€ z €x € x Slll X
sih x=—„—= — i sin i. x; coh x —-----—= cos i x\ th x= , . dår i år den imaginåra.2 2 coha:
Vi såtta slutligen k = 2 R, varigenom de foljande formlerna bli enklare.

Låtom oss nu studera en vid C råtvinklig triangel ABC! Låt B sammanfalla med det 
absoluta klotets medelpunkt O, och kalla »långderna» på de »sidor«, som jstå emot A, B, C for 
A, B, C respektive, vinklarna «, ft, respektive! Vinkeln p år råt. Tillåmpa vi nu våra formler
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2, 3, 4', erhållas foljande fundamentala trigonometriska formler for en råtvinklig 
triangel:

r. sih A sih Bsm a = — ; sin ^ = ——- , sin C sin C

II'

nr.

th A
c cos a = tli B 

ih C ’
coh C = coh A . coh B.

Fig. 25.For att harleda dessa formler behover man blott såtta v=/9, r = th^ ;

s = th—. Då erhållas ogonblickligen 1' och II', om man overgår till sin i x, cos i x och tillåmpar kånda 

trigonometriska additionsteorem. Formeln 111' erhålles med låtthet ur de båda andra.
Sonderdelas en triangel vilken som helst i två ratvinkliga och tillåmpas på dessa de hår- 

ledda trigonometriska formlerna, erhållas foljande allmånna trigonometriska formler utan svårig- 
het, om de trigonometriska additionsteoremen anvåndas:

, sih A sih B sih C1 ....................................  -...... = .- x — . (Sinusteoremet),sm a sm /t sm y
Il.......................................  coh C = coh A coh B—sih A sih B cos (Forstå cosinusteoremet).

III .................................... cos — — cos « cos /? + sin « sin coh C (Andra cosinusteoremet)
Betrakta vi ekv. 4, finna vi, att o våxer kontinuerligt med r från o = o for r = o till 

= oo for r = B. »Avståndet« mellan en punkt inom och en punkt utom det absoluta klotet 
år imaginårt. Det absoluta. klotets yttre punkter åro ju emellertid uteslutna, råknas ej som 
punkter i den nya cirkelgeometrien.

Ur formeln III hårledes med låtthet — cos (a + /?) < cos p, d. v. s. 180°—«— 
Vinkelsumman i en triangel år således alltid mindre ån två råta, vilket vi ju redan forut visste.

Som en låttnad for låsaren anfores foljande lått verifierbara formler: coh2#—sih2# = 1; 
coh (x, + y) = coh x coh y + sih x sih y, sih (x + ?/) sih x coh y + coh x sih y. Naturligtvis 
åro åven negativa #-vården tillåtliga. Genast inses riktigheten av: coh (—x) = coh #; 
sih (—x) ---—sih x; th (—x) =—th x.

Det har redan forut nåmnts, att Lobatscheffsky och Bolyai genom att forkasta parallellaxiomet 
konstruerade ett nytt geometriskt system, vårs plana trigonometri de lyckades harleda. Deras 
trigonometri år identisk med den nu hårledda trigonometrien inom ortogonalcirkelgeometrien. 
Det forutsågs redan av den skarpsinnige Lambert, som påpekade, att om det existerade en 
geometri, i vilken en triangels vinkelsumma år mindre ån två råta, borde dess plana trigono
metri kunna erhållas ur den sfåriska genom att gora sidorna imaginåra. Att så verkligcn år 
forhållandet, framgår genast vid jåmforandet mellan grundformlen™ I, II, III och den sfåriska 
trigonometriens grundformler. Dessa år som bekant foljande:

, sin A sm B sm CA .............................................. . . . — -----  (Sinusteoremet).sm a sin f sm •(
B .............................................. cos C cos A cos B + sin A sin B cos p (Forstå cosinusteoremet).
G ................. ............................. cos ;- = — cos a cos + sin « sin /? cos C (Andra cosinusteoremet).

Flur forhaller det sig med cirkelgeometriens sfåriska trigonometri, <1. v. s. vilka samband 
bestå mellan sidor och vinklar i en trekant? Bå denna fråga kan man ogonblickligen låmna 
svaret: Cirkelgeometriens sfåriska trigonometri år densamma som den euklideiska geometriens sfåriska 
trigonometri. Denna gålier ju i O, det absoluta klotets medelpunkt, emedan dår ortogonalcirklarna 
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och de euklideiska rata linjerna åro identiska. Den sfdriska trigonometrien dr således oberoende av 
parallellaxiomet. Bevisandet av denna viktiga sats var ett av de forstå och viktigaste stegen på 
Lobatscheffskys mbdosamma våg fram till den icke-euklideiska geometriens plana trigonometri.

Lambert framhbll, att om parallellaxiomet forkastades, existerade ett absolut mått på stråckor, 
i det att till varje stråcka kunde tillordnas en beståmd vinkel, den så kallade parallellitetsvinkeln 

(se § 13'. Denna parallellitetsvinkel kan nu beråknas. 
Antag, att i punkten A på »avståndet* S från råta linjen 
a, den spetsiga vinkel, som bildas av normalen mot a från

5 A och den ena av de linjer, som skilja de a skårande
från de a icke skårande linjerna genom A, år v. Denna 
vinkel kunna vi beråkna ur II1 genom att låta C våxa over 

]'ig' 26' alla grånser, d. v. s. gora thC - 1. Vi få då fbljande
relation:

1)   cos c - tb S.
e2—JMot S = 1 svarar cos v = -5---- - .
C 1

I vår distansformel ingick ursprungligen en villkorlig konstant k, som vi sedan satte till 
dHR. Hade den i stållet satts till HR2, hade upptrått i stållet for A, således fortfarande en

villkorlig konstant upptrått. Det kan ha sitt intresse att se vad det då biir av våra trigono
metriska formler, om R får våxa over alla grånser. Genom att utveckla funktionema sih A 
o. s. v. i Taylors serie och sedan låta R våxa, overgår I i det vanliga sinusteoremet, II i cosi- 
nusteoremet och III i cos ——cos i« 4- /?), d. v. s. a + /? + p -- 180°. Till detta resultat kom
mer man naturligtvis också genom att gora A, B, C små. I infinitesimala trianglar gålier således 
den vanliga plana trigonometrien.

§ 18. Ortogonalcirkelgeometrien och den hyperboliska geometrien.
Lobatscheffskys och Bolyais geometriska system brukar man ofta kalia for den hyperboliska 

geometrien. Denna term år foreslagen av F. Klein.
Gemensamt for ortogonalcirkelgeometrien och den hyperboliska geometrien år forkastandet 

av parallellaxiomet men bibehållandet av alla ovriga satser. Då nu också den enas trigonometri 
sammanfaller med den andras, kan ej långre samlingen av fbljande påstående betvivlas. Orto
gonalcirkelgeometrien och den hyperboliska geometrien Uro identiska. Den ena geometriens satser galla i 
den andra. Eftersom ortogonalcirkelgeometrien står eller faller med den euklideiska, år givetvis 
den hyperboliska geometrien ett system av satser, som ej motsdga varandra, och parallellaxiomet dr 
oberoende av alla andra axiom i Hilberts system.

Vill man studera den hyperboliska geometrien, kan man således studera ortogonalcirklarna 
till ett klot, vilket i allmånhet år en låttare uppgift, emedan åskådningen hjålper en framåt, 
under det att vid det direkta studiet av den hyperboliska geometrien åskådningen direkt hindrar. 
Naturligtvis kan man också vid studiet av cirkelgeometrien ha nytta av den hyperboliska geo
metrien. Med dess hjalp kan man med låtthet hitta en ganska elegant losning till det bekanta 
problemet att tinna en cirkel, som tangerar tre givna cirklar, vilken uppgift får betraktas som 
ratt svår.

1 § 16 oinnåmndes en intressant kvadratisk transformation, som gjorde o-cirklarnas och 
o-klotens ekvationer linjåra. Låt oss då i ekv. 2 § 16 infora polåra kordinater, r, v, ip. Den 
overgår då i

2 r
R* + rv v, p' = <p
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Inforas formedelst ekv. 4', §17/7 och a, overgår 1 i
2) <7=2/7.

Det rationellaste såttet att i den hyperboliska geometrien i planet1 infora råtvinkliga koordinater 
år dårfbr foljande. De mot varandra vinkelråta kondinataxlarna OX och 
OY, på vilka positiva riktningar iiro fixerade, våljas efter behag. Från 
den efter behag valda punkten P fållas normaler mot dessa axlar. 
Deras fotpunkter må vara Px och Pv, 0Px = X, 0Py = Y. Det bor 
observeras, att PPy och OP? ej år lika, ej heller PPX och OP,h samt att 
vinkeln vid P ej år råt. Vi definiera nu koordinaterna x och y for punk
ten P på foljande sått:
3) ........................................ x — Rth X; y = Rth Y.

Råta linjernas ekvationer bli då av forstå graden i x och y. Fig. 27.
Mot reella åndliga varden på X och F svara reella x- och //-varden,

som satisfiera æ2 + ?/2<Æ2. Oåndliga varden på X och Y eller på endera ger æ’ + //’ I?2. 
Reella x- och //-varden, for vilka as2 + y'^R* gåiler, motsvara imaginåra varden på X, Y. I 
cirkelgeometrien motsvara ett sådant par x, y de imaginåra snittpunkterna mellan två varandra 
ej skårande o-cirklar. I rummet gålla naturligtvis motsvarande påståenden.

Ortogonalcirklarna till det absoluta klotet och råta linjerna inom den hyperboliska geometrien 
åro således genom denna transformation avbildade på de euklideiska råta linjerna. Avbildningen 
år ej konform. Den euklideiska projektiva geometrien och den hyperboliska projektiva geometrien måste 
dock vara identiska, ty for att uppbygga den analytiska projektiva geometrien behover man endast 
stodja sig pa att råta linjernas och planens ekvationer åro linjåra. For att alla plan skola skåra 
varandra, adjungeras inom den euklideiska geometrien de så kallade oåndlighetspunktema. Inom 
den hyperboliska får man adjungera punkterna utom och på klotet æ2 + y'1 + = R*. Dessa oegent-
liga punkter kunna oberoende av koordinatbegreppet inforas på det sått, som i § 3 skisserades.

$ 19. Knippen av o-cirklar och deras ortogonalcirklar.
Vi betrakta en cirkel och en punkt P i dess plan samt draga genom P en råt linje efter 

behag. Låt denna skåra cirkeln i punkterna A och B. Som bekant år produkten av stråckorna 
PA och PB konstant. Denna for punkten P karakteristiska produkt, fbrsedd med lampligt tecken, 
kallas cirkelns potens i P. Vi forse den med positivt tecken, om P ligger utom cirkeln, med 
negativt tecken, om P ligger inom. Från varje punkt med positiv potens kunna således två 
tangenter dragas till cirkeln; från en punkt med negativ potens år det ombjligt att draga tan
genter till cirkeln. Ligger punkten P på cirkeln, år cirkelns potens i denna punkt noli.

Orten for punkter, i vilka två cirklar ha lika potens, kallas potenslinje eller radikalaxel. Den 
år som bekant en råt linje, som går genom de båda cirklarnas snittpunkter, om sådana finnas.

Cirklar med gemensam radikalaxel i samma plan sågas bilda ett plant cirkelknippe. Tangera 
två cirklar i ett knippe varandra, måste de i tangeringspunkten A tangera radikalaxeln a. 
Radikalaxeln tangeras således i A av alla individerna i knippet. De olika individernas medel- 
punkter ligga på normalen b till a genom punkten A. Varje cirkel, som har sin medelpunkt 
på a och går genom A, skår varje individ i knippet under råta vinklar och tangerar b i A. 
Kalla vi ett knippe cirklar, som tangera en råt linje i en given punkt, for ett paraboliskt cirkel
knippe, ha vi således bevisat foljande: Ortogonalcirklarna till ett paraboliskt cirkelknippe bilda ett 
paraboliskt cirkelknippe.

Skår i ett cirkelknippe en enda individ knippets radikalaxel i två punkter A och B, måste 
alla individer i knippet gå genom dessa båda punkter. Ett cirkelknippe med två fixpunkter 
kallas ett elliptiskt knippe. I detta spela två individer en sårskild roil, radikalaxeln AB och den 

1 I rummet forfar man på liknande satt.
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cirkel, som har AB till diameter. Vålja vi nu på råta linjen AB en punkt P, som ej ligger 
på strackan AB, men for ovrigt var som helst, kunna ju från denna lika tangenter dragas till 

o knippets alla cirklar. Med P som medelpunkt går således en
W fullt beståmd cirkel, som skår knippets alla cirklar under råta 

vinklar. Det år lått att inse, att dessa ortogonalcirklar i varje 
punkt på AB:s mittpunktsnormal ha lika potens. Ett elliptiskt 
knippes ortogonalcirklar bilda således ett knippe. Det inses genast, 
att två individer i detta knippe ej kunna skåra varandra. Ett 
sådant knippe kallas hyperboliskt. Knippet består av två system 
av cirklar, som skiljas åt genom deras radikalaxel. Det ena 
består av cirklar, som omsluta A; det andra av cirklar, som om
sluta B. Dessa punkter kunna betraktas som individer i knippet 
och kallas såsom sådana det hyperboliska knippets punktcirklar. 
Tydligen består varje hyperboliskt knippe av ortogonalcirklar till 
ett givet elliptiskt knippe. Således:

Or togonalcirklarn a till ett elliptiskt cirkelknippe bilda ett hyper- 
boliskt cirkelknippe; ortogonalcirklarna till ett hyperboliskt cirkelknippe 

' bilda ett elliptiskt cirkelknipgie.Det år tydligt, att ekvationerna for individerna i ett plant cirkelknippe kunna skrivas på 
foljande sått:

æ2 + «/2 + 2 A x + 2 B y + C + k (A'x + B' y + G') — 0,
dår k år en parameter, A'x + B' y + C = 0 radikalaxeln och x- + ?/2 + 2 A x + 2 B y + G= 0 ekva- 
tionen for en efter behag vald individ i knippet.

På ett klot a beståmmes ett cirkelknippe av planen genom en råt linje r. Detta knippe 
år elliptiskt, hyperboliskt eller paraboliskt, om den råta linjen r skår, icke råkar eller tangerar 
klotet a. En inversion kring ett klot overfor ett knippe cirklar på ett klot i ett cirkelknippe på sam
ma eller på ett annat klot. Klotet a overfbres nåmligen i ett beståmt klot a, planen genom r i 
kloten genom den mot r svarande cirkeln r'. Knippets individer beståmmas sålunda av fol
jande elevationer:

x2 + y2 + z' + 2Ax + 2By + 2Gz + D = 0................................ (klotet a)
x2 + y2 + z2 + 2 A'x + 2 B'y + 2 G'z + D' + k (a x + b y + 0= Q ... (kloten genom r') 

eller av elevationen for klotet d och foljande plan:
2 (Æ—x + 2 (B — B) y + 2(G'— G) z +1)'— V + k (a x + b y + c)= 0, 

vilka plan tydligen gå genom en och samma råta linje. Att elliptiska knippen overfbras i ellip
tiska, hyperboliska i hyperboliska och paraboliska i paraboliska, år sjålvklart.

Våljes nu inversionsklotet så, att det går genom centrum i klotet a, avbildas detta som 
bekant i ett plan, cirkelknippet på a således i ett plant cirkelknippe. Kånner man egenskaperna 
hos det plana cirkelknippet, kånner man dårfor egenskaperna hos cirkelknippena på ett klot.

Vi overgå nu till det absoluta klotets ortogonalcirklar. Två sådana cirklar a och b, som 
ligga på samma o klot p, beståmma ett knippe av o-cirklar på foljande sått. De plan, i vilka a 
och b ligga, skåra varandra langs en råt linje r genom O, det absoluta klotets medelpunkt. Pla
nen genom r utskara på / knippets individer. Vi utfbra nu en inversion, så att o-klotet p av
bildas på ett av de o-klot, som går genom O, d. v. s. på ett plan genom O. Vi få då studera 
ett plant knippe, varigenom undersbkningen biir enklare, utan att dess allmångiltighet inskrånkes. 
Detta plan antages skåra det absoluta klotet co i cirkeln o. Både elliptiska, hyperboliska och 
paraboliska knippen fbrekomma. De • senare låmna vi tilis vidare å sido.

Ett elliptiskt knippe av o-cirklar består av alla o-cirklar, som gå genom två fixa punkter 
M och M', som åro varandras bilder i inversionen kring cirkeln o. En av dem, låt vara M, lig
ger inom o. Knippet år sålunda karakteriserat av att alla dess individer gå genom M. Knip-
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pets ortogonalcirklar bilda ett hyperboliskt knippe. Uland dem tinns o, som således ej kan råka 
någon annan individ i detta senare knippe. Av denna anledning finns ingen o-cirkel med inom 
knippet. Utfora vi inversioner kring o-cirklarna genom M, måste dessa o-cirklars ortogonalcirklar 
motsvara sig sjalva. Eftersom dessa inversioner overfora »stråckor.« i »lika stråckor« galler:

En ortogonalcirkel till o-cirklarna genom en punkt M har den egenskapen, att alla dess punkter 
ligga »Uka långt» från M. I den hyperboliska geometrien motsvaras dårfor ett elliptiskt o-årkélknippe 
och dess ortogonalcirklar av ett knippe råta linjer genom en fix punkt M och cirklarna med M till 
medelpunkt.

Vi gå nu till ett hyperboliskt knippe av o-cirklar 
och dess elliptiska ortogonalcirkelknippe. Till detta se
nare hor åven o. Dess fixpunkter A' och B' ligga således 
på o. Genom dessa båda punkter går knippets enda 
o-cirkel AB'. (På figuren år denna en diameter i o.) 
Ett hyperboliskt knippe av o-cirklar kan således definieras som 
sammanfattningen av de o-cirklar, som skåra en given o-cirkel 
under råta vinklar.

Inversionerna kring det hyperboliska o-cirkelknippets 
individer overfora dess ortogonalcirklar i sig sjalva, så
ledes åven o-cirkeln A'B'. Det år då klart, att ortogonal- 
årklarna till ett hyperboliskt o-cirkelknippe åro att betrakta 
som orten for punkter, som ligga på lika avstånd från den 
o-cirkel, som, skår o cirkelknippels alla individer under rata 
vinklar.

I den hyperboliska geometrien galler sålunda, att orto- 
gonaltrajektorierna till de rata linjer i ett plan, som skåra 
en råt linje a under råta vinklar, ha den egenskapen, att alla 
punkter på var och en av dem ligga lika langt från a.

Egenskaperna hos råta linjer genom en och samma 
punkt och hos de ytor, som skåra dessa under råta vinklar, liksom egenskaperna hos ett plans 
normaler och de mot dem vinkelråta ytorna torde nu omedelbart inses.

§ 20. Den hyperboliska geometriens absoluta polarsystem.

Vi Ilkoret for att två cirklar
x~ + y- + 2 A x+ 2 B y + G=o, x2 +y2 + 2 A'x + 2 B'y + C = o 

skola skåra varandra under råta vinklar år:
C+C' = 2 AA +2BB'.

Ortogonalitetsvillkoret for två o cirklar år således, då for dem C = Bf galler, foljande:
1) ................................................................ AA + BB' = BA

Denna ekvation uttrycker också villkoret for att de två råta linjerna
2)   A x + B ?/ + 1+p Ax + B'y + B2=o 
i den hyperboliska geometrien skåra varandra under råta vinklar.

Ar den råta linjen med koordinaterna A, B given, finner man, att om ekv. 1 galler, de råta 
linjerna A'x+B'y + B2 = o samtliga passera genom punkten med koordinaterna =—A, y1——B. 
Denna punkt kallas den absoluta palen till råta linjen A x + B y + B2=o. Likaledes finner man, 
att absoluta polerna till alla råta linjer genom punkten xlt ligga på råta linjen

6



42

3)   xxt+y y^R2.
Denna rata linje kalias den absoluta polaren till punkten xlt y^.

Vi observera, att rata linjen 3) ar polaren till a^, yr med avseende pa cirkeln
I rummet gålla motsvarande påståenden. Således:
Alla normaler till ett plan a gå genom en och samma oegentliga punkt A', a:s absoluta pol. Orten 

for polerna till alla plan, som gå genom en och samma piunkt A, år ett oegentligt plan a, A:s absoluta 
pclarplan. Orten for de absoluta polarplanen till punkterna på en råt linje a eller orten for de abso
luta polerna till planen genom a år en oegentlig råt linje a', a:s konjugerade absoluta polar. Genom 
a' gå a:s alla normalplan. Det absoluta polarsystemet år det absoluta klotets polarsystem.

I den euklideiska geometrien kunna vi således infora den hyperboliska genom att vålja ett 
klot co efter behag, det absoluta klotet, och kalia alla dess inre punkter for verkliga punkter, 
de återstående for oegentliga. Nonnalerna till ett plan « definieras som de rata linjer, som gå 
genom polen ^1' till a med avseende på klotet co. Normalplanen till en råt linje a åro de plan, 
som gå genom snittlinjen a' mellan polarplanen till två punkter på a. Innehåller planet« egent
liga punkter, d. v. s. år « ett egentligt plan, år A' en oegentlig punkt. Av de båda rata lin- 
jerna a och a, de konjugerade polarerna, innehåller den ena egentliga, den andra endast oegent
liga punkter, såvida ej a och i så fali åven a tangerar det absoluta klotet. Det absoluta klotet 
år att betrakta som orten for punkter, som ligga i sina polarplan.

Polariteten i ett plan a år beståmd av snittkurvan mellan a och det absoluta klotet. Denna 
år en cirkel, om « år ett egentligt plan. År a ett oegentligt, det absoluta 'klotet ej tangerande 
plan, år denna cirkel imaginår. Polariteten i ett sådant plan a' år icke desto mindre beståmd. 
Projiciera vi planet från den egentliga punkt A, som år polen till u'. (a år då polarplan till A), 
projicieras en punkt P och dess polar p' i a i en stråle p och dess normalplan z. 1 varje 
punkt A år således också en polaritet beståmd, så att mot varje råt linje p ;genom A svarar ett 
plan tc, p:s polar. Så år givetvis fbrhållandet, åven om A år en oegentlig punkt. 1 detta se- 
nare fail finns det rata linjer, som ligga i sina egna polarer. De generera den tangentkon till 
det absoluta klotet, som har sin spets i A. Ar A egentlig, år denna tangentkon imaginår.

I varje plan, som tangerar det absoluta klotet, och i varje punkt på det absoluta klotet år 
polariteten urartad. Råta linjer och plan genom en sådan punkt, »parallellerna», måste dårfor 
ha sårskilda egenskaper. Vi skola studera dem i § 21.

For att definiera en andragradsyta behovs inga måttbegrepp. Den projektiva geometrien år 
i stånd att definiera dem. Den formår endast urskilja tre slags andragradsytor: imaginåra ytor, 
reella linjerbara och reella ej linjerbara. Till det senare slaget hor klotet. Den hyperboliska 
geometrien kan således infbras i den projektiva genom att vålja en reell, ej linjerbar andragrads
yta till det absoluta. Kongruenta avbildningar definieras sedan som sådana projektiva avbildningar, 
som avbilda en punkt A och dess polarplan a i en punkt B och dess polatplan ff, d. v. s. avbilda 
det absoluta i sig sjålft.

Hur det går, om vi vålja en imaginår andragradsyta till det absoluta, skola vi få se i § 22. 
En reell linjerbar yta kan ej gårna våljas till det absoluta. Från varje punkt kan nåmligen 
till en sådan låggas en reell tangentkon. I alla punkter skulle det således finnas råta linjer, 
som låge i sina polarer, d. v. s. i sina normalplan.

Den euklideiska geometriens absoluta andragradsyta år en degenererad sådan. Det absoluta 
i varje punkt a, b, c år givetvis en imaginår kon: (x—a)2 + (y—b)2+(%—c)a~o. Den utskår i 
oåndlighetsplanet den så kallade »imaginåra klotcirkeln». Genom denna går nåmligen varje klot. 
Euklideiska geometriens absoluta system år således oåndlighetsplanets »imaginåra klotcirkel». 
Det absoluta i planet åro de på oåndlighetslinjen belågna »imaginåra cirkel punkterna», planets 
snittpunkter med den imaginåra klotcirkeln.

Låt oss nu återgå till den hyperboliska geometrien och betrakta två plan a och /?, som ej skåra 
varandra i någon egentlig punkt och ej heller råkas på det absoluta klotet. Deras poler må 
vara A' och B'. Råta linjen A'B år då deras gemensamma normal. Denna linje innehåller egent-
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liga punkter, ty snittlinjen mellan a och /?, som år M'B':s konjugerade polar innehåller ju idel 
oegentliga punkter och tangerar ej det absoluta. Två råta linjer a och b i samma plan, som ej 
skåra varandra och ej åro iparalleUa*, ha således en gemensam normal. Uppenbarligen kan denna 
lått konstrueras. Genom att på sått som i § 3 visats, beståmma snittpunkterna mellan a och 
b samt den av två. oegentliga punkter beståmda råta linjen A'B', som går genom a:s och &:s 
poler M' och B', år denna normal A'B' beståmd av två egentliga punkter.

Slutligen harleda vi de formler, som i den hyperboliska. geometrien fbrmedla overgangen 
från ett råtvinkligt koordinatsystem till ett annat. Vi kunna begrånsa oss till planet och overgå 
då. forst till ett råtvinkligt koordinatsystem, som uppstått ur det givna genom en translation 
langs x-axeln. Koordinaterna i det gamla systemet beteckna vi med x och y, i det nya med 
x och d Det nya systemets origo må ha koordinaterna a, o. Vi infbra forst de i S 18 defi- 
nierade A, Y, X', Y, M.

Vi gå fbrst till två råtvinkliga trianglar ABC och ABC med sammanfallande hypoteuusa C. 
Vinkeln mellan hypotenusan C och kateten B må vara «; vinkeln mellan C och kateten 
A'=BC vålja vi till 90—a. Med formlerna 1', IT, III' bevisar man då lått foljande relation:

, , th A th A = —-- . coh B

Denna formel skola vi anvånda på koordinattransformationen. 
Bokståvernas betydelse framgår av figuren. Vi erhålla då fol
jande formler:

th
th

Y' 1 th y_ 1
i A" ' th Z coh A

Fig. 30.th
th

Y' coh A
Y coh (A—A)

Atergå vi nu till x, g, x', y', a fbrmedels ekv. 3 t? 18, erhålla vi:
d2

4) a .1
R2

a .v
R-

1 rummet kompletteras dessa av:
d2
r2

1 - a 'l
I?2

Eftersom alla rorelser kunna reduceras på en translation och en vridning och formlerna for
vridning av ett koordinatsystem givetvis åro desamma som i den euklideiska geometrien, år så
ledes problemet att utfora en koordinattransformation lost. Vi komplettera dessa formler genom
att 
Då

ge ekvationen for ett klot med centrum i punkten «, b, c och radien .S'. Visåtta: (o=~ RthS. 
biir klotets ekvation:

5) i?2 [(.v—u)2 + (// — bj2 + ($—c)!] — [(«//— bx)’ + (bz — cy) + (ex

Ekvationen erhålles givetvis genom att hånfora x'1 + y'+ — p2 till ett koordinatsystem med
origo i a, b, c.

x — a

1 —

y

1 —

4) z -

a x + by cx
R
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År a, b, c en verklig punkt, betyder ekv. 5 ett klot, d. v. s. orten for punkter, som ha 
samma avstånd till punkten a, b, c. Ar dåremot denna punkt oegentlig och ligger den ej på det 
absoluta klotet, år det klart, att ekv, 5 betyder orten for punkter på lika avstånd från det abso
luta polarplanet till punkten a, b, c, d. v. s. planet a.v + by + cz = R2.

Såtta vi z — o och b=c=o samt gbra a oåndlig, overgår o i
6)............................................................p'x' + RY^R*.
Detta år orten for de punkter i x//-planet, som ha konstant avstånd från .y-axeln. Orten går 
genom punkterna x — o, y=+R. Den motsvarar i cirkelgeometrien två cirklar genom dessa båda 
punkter.

$ 21. Den hyperboliska geometriens paralleller och gransklot.
Givna i ett och samma plan åro råta linjen a, en punkt A utom den och alla rata linjer 

genom A. Dessa låta dela sig i tre klasser. Till den forstå hbra de, som skåra a i en egentlig 
punkt. Till den andra hbra de, som varken skåra a i en egentlig punkt, ej heller i en sådan 
oegentlig punkt, som ligger på det absoluta klotet. Vi ha redan visat, att varje sådan råt linje 
har en normal, som också år normal till a. Till den tredje klassen hbra två råta linjer p} och 7^, 
den hyperboliska geometriens »paralleller«. De skilja de båda forstå, klasserna åt. I § 18 beråknade 
vi den vinkel, dessa bildade med a:s normal genom A. Den berodde uteslutande på A:s av
stånd från a.

De båda linjerna px och ;x, åro ej sinsemellan parallella. For att skilja dem från varandra, 
saga vi att pt år parallelt med den ena riktningen av a, p,, med. den andra riktningen. År B en 
punkt på a, kunna vi också saga, att de åro parallella med var siti av de vinkelben, i vilka B de
lar råta linjen a. For oss, som komma från cirkelgeometrien och for bvrigt kånna till det abso
luta polarsystemet, åro fbljande satser, som med Lobatscheffskys metod ej alltid åro så enkla att be
visa, sjålvklara:

Ar a i någon punkt parallell med b, så år a i var och en av sina punkter parallelt med b, lika
ledes b i var och en av sina punkter parallell med a.

Två råta linjer, som åro parallella med ett och samma vinkelben, åro sinsemellan parallella- (Galler 
givetvis, åven om ej alla tre råta linjerna ligga i ett och samma plan).

Om tre plan, som ej gå genom samma råta linje, skåra varandra i tre råta linjer, av vilka två 
åro parallella. år den tredje parallell med dem båda.

En råt linje, som år parallell med en råt linje i ett plan, år parallell med planet. Detta år de
finitionen på parallellitet mellan en råt linje och ett plan. Fbljande satser inses då omedelbart:

En råf linje a, som år paralMl med planet a. år parallell med varje råt linje, som i « utskåres 
av ett plan genom a.

Genom en råt linje, som år parallell med ett plan, går ett enda plan, som ej tråffar det forsl- 
nåmnda i någon egentlig punkt.

Två sådana plan kalias parallella. De skåra varandra i en oegentlig råt linje, som tangerar 
det absoluta klotet.

Det år lått att inse, att om två vinkelben AB odt CD åro parallella, minskas avståndet från en 
punkt P på vinkelbenet AB till råta lingen CD oupphorUgt, då punkten. P avlågsnar sig från A. så att 
det kan bli kur Iltet som helst. For att visa detta kan man betrakta vidstående figur, som åskåd- 
liggbr fbrhållandena inom cirkelgeometrien. På figuren åro paralleller med en och samma rikt- 
ning av råta linjen och o-cirkeln A'B' ritade jåmte orten A'B' for punkter, som ha ett beståmt 
avstånd till denna o-cirkel och råta linje. Denna ort skår en parallell i A. Påståendet utlåses också 
med låtthet ur ekv. 6, § 20.

Låtom oss (ivergå till cirkelgeometrien och betrakta alla o-cirklar genam samma punkt A' 
på det absoluta klotet! Vi kunna forst studera dem, som ligga på sanupa o-klot. Utan att
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undersokningen dårigenom inskrånkes, kan ju detta få vara ett plan genom O. Ortogonaltra- 
jektorierna till dessa o-cirklar åro eirklar, som i A' tangera den på det absoluta klotet to utskurna 
cirkeln o. Motsvarigheten till dessa cirklar inom den hyperboliska geometrien kalias grånscirklar, 
emedan de kunna betraktas som cirklar, vilkas medelpunkter ryckt oåndligt långt bort. Dessa 
grånscirklar måste Lobatscheffsky undersoka grundligt, innan han 
kunde komma framåt i sina studier av den hyperboliska geo- 
metrien. XZ"

Motsvarigheten i rummet till dessa grånscirklar åro grans- /ZJl \/Z\
kloten. De overgå i sig sjålva vid varje symmetri kring ett plan 1 \
genom den oegentliga punkt A', i vilken de tangera det absoluta pir I I
klotet. Varje rbrelse, i vilken A' motsvarar sig sjålv, i vilken —j---------B'
således varje råt linje, som går genom A', motsvaras av en pa- 7 /
rallell genom A', for de till A' horande grånskloten i sig sjålva. \ /
Till en sådan rorelse finns ingen motsvarighet i den euklideiska \\/
geometrien. Åven den hyperboliska translationen langs en axel V/"---- '
r år ju av såreget slag, i det en punkt utom r ej beskriver 
en råt linje utan en kurva, orten for punkter i ett av r:s halv- 3]
plan, som från r ha lika avstånd.

Låt oss nu betrakta ett bestamt grånsklot, som tangerar det absoluta klotet i punkten A' 
och alla detta klots grånscirklar! Dessa måste gå genom A’. Utan vidare inses riktigheten av 
foljande sats:

Genom två punkter på ett grånsklot går en enda grånscirkél.
Till grånsklotets punkter råkna vi då ej A', genom vilken alla grånsklotets cirklar gå. A 

år ju en oegentlig punkt.
Låt oss nu återigen gå tillbaka till cirkelgeometrien, och låt A' vara den punkt, i vilken 

grånsklotets motsvarighet tangerar det absoluta klotet! Med A beteckna vi den punkt, som år 
så belågen på detta grånsklot, att AA' år en diameter i grånsklotet. Grånsklotets grånscirklar ut- 
skåras av o-klot genom A'. De utskåras då också av plan genom A'. Projiciera vi nu från A' gråns
klotets punkter på det plan a, som i A tangerar detta klot, projicieras grånscirklarna i råta linjer. 
A' sjålv motsvaras av oåndlighetslinjen i planet a. Punktern«, på grånsklotet kunna således anordnas 
på samma sått som punkterna i «. Men icke nog med detta. Två i « belågna rata linjer, som 
åro i euklideisk mening parallella, motsvaras av två grånscirklar, som i A' tangera varandra. 
Det år således tydligt, att om a år en grånscirkél och B en punkt på samma grånsklot, går på 
detta grånsklot genom B en enda grånscirkél, som ej skår a. Ad ha således visat foljande:

På ett grånsklot gålla Hilberts axiom 1:1—3 samt axiom,en i grupper na II och IV, om vi med 
råt linje och plan men« grånscirkél och grånsklot.

Eftersom det i den hyperboliska geometrien finns roreiser, i vilka ett grånsklot motsvarar 
sig sjålft, så att grånscirklar motsvaras av grånscirklar, gålla. for grånscirkelbågar och vinklar 
mellan sådana alla axiomen i Hilberts tredje grupp. Att axiomen i gruppen V åro giltiga, år 
uppenbart. Vi ha således visat foljande:

På ett grånsklot galler den euklideiska geometrien.
Denna sats var en av Lobatscheffskys viktigaste upptåckter inom den hyperboliska geometrien. 

Med dess tillhjålp lyckades det honom att bevisa, att den hyperboliska geometriens sfåriska trigo
nometri år identisk med den euklideiska sfåriska triogonometrien, och tack vare den kunde han 
komma åt den hyperboliska geometriens plana trigonometri.

I den hyperboliska geometrien existerar således en singularitetsfri yta, på vilken den eukli
deiska geometrien galler. Inom den euklideiska finnas visserligen en mångfald vtor,1 på vilka 

1 Alla ytor me<l konstant negativ krokning.
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den hyperboliska geometrien galler, om vi med rata linjer mena ytornas geodetiska linjer, men 
ingen av dessa ytor ar fri från singulariteter.

Hårmed avslutas framstållningen av den hyperboliska geometrien. Att denna år fri från 
motsågelser, torde for låsaren vara hojt over allt tvivel. Det torde kanske också bora framhållas, 
att den synes komma att spela en betydande roli inom den matematiska fysiken. Slår relativi
tetshypotesen igenom, år detta fullt såkert. Inom relativitetsteorien år nåmligen vektorgeometrien 
icke-euklideisk, nårmare beståmt hyperbolisk. Vinkelråta hastighetsvektorer adderas enligt for
meln 4 i § 20. Den hyperboliska geometrien har ju dock ett stort intresse, frånsett alla an- 
vandingar av densamma vare sig inom relativitetsteorien eller på ytor med konstant negativ 
krakning. Dess existens år det tånkbarast kraftiga bevis for parallellaxiomets obevisbarhet.

$ 22. De sfåriska och elliptiska geometrierna.
Vi återgå. till vår cirkelgeometri, i vilken ortogonalcirklarna och ortogonalkloten till det abso

luta klotet ha. precis samma egenskaper som den hyperboliska geometriens råta linjer och plan. Dessa 
båda geometrier åro fullståndigt identiska. Cirkelgeometrien år endast att betrakta som en av- 
bildning av den hyperboliska geometrien i det euklideiska rummet. Kunna vi blott ange tre 
system av geometriska begrepp, som stå i sådant forhållande till varandra, att Hilberts samtliga 
axiom utom axiom IV åro giltiga for dessa tre system av geometriska begrepp, ha vi råttighet 
att på dem tillåmpa den hyperboliska geometrien. Beteckna vi individenia i det ena systemet, 
»punkterna«, med A, B, C. . . , individerna i det andra, »rata linjernå«, med a. b. <■. . . och i 
det tredje, »planen«, med «, /?, skall det sålunda vara mojligt att definiera foljande be-
grepp: A »ligger på« a och »i« a, A »ligger mellan* B och C, AB och A‘B' åro »lika stråc- 
kor-, ABC och A'B'C åro »lika vinklar*. Kan det sedan bevisas, att Hilberts axiom i grupperna 
I, II, III och V gålla for dessa tre system av geometriska begrepp, gålla också alla satser, som 
ur dessa kunna håiledas. Galler ej axiom IV, galler i systemet hela den hyperboliska geome
trien. Galler dåremot IV, år systemets geometri den euklideiska. Vi ha sett, att det i den 
euklideiska geometrien år mojligt att finna tre system av geometriska begrepp, som ha den hy
perboliska geometriens punkters, råta linjers och plans egenskaper. Denna. geometris, cirkelgeo- 
metriens, »råta linjer« voro icke i vanlig mening råta, deras« plan« lika litet i vanlig bemårkelse plana. 
Det år ingalunda omojligt att definiera »punkter«, »råta linjer« och »plan«, for vilka den hyper
boliska eller den euklideiska. geometrien galler, så att »punkt« icke heller år en punkt i vanlig 
bemårkelse, d. v. s. »det, som ej har några delar«. Hilberts axiom kunna,och bora visserligen 
betraktas som ett slags definitioner av de ursprungliga, d. v. s. ej definieradc, begreppen punkt, 
råt linje o. s. v. Men de fastlågga ej entydigt dessa begrepp var for sig. De fastlågga endast 
deras relationer till varandra. Denna omståndighet ha vi i det foregående utnyttjat for att 
komma åt den hyperboliska geometrien.

Skulle det nu ej vara mojligt att i vår cirkelgeometri låta R bli imaginår, nårmare beståmt 
ersåtta R2 med — R2'? Granska vi våra ekvationer och formler, finna vi, att detta mycket vål 
år mojligt. Vi antaga sålunda i det foljande, att det absoluta klotet år imaginårt, d. v. s. att 
dess ekvation år
D ......................................................... x! -f- y- -f- z2 + R1 = 0.

Det imaginåra absoluta klotets »ortogonalklot« ha då ekvationerna:
2)   + »* + + 2 ias + 2 By + 2 Cr-JP = 0.

Dessa klot, som samtliga åro reella, skola vi fortfarande kalia o-klot, deras snittcirklar o- 
cirklar. Det år lått insett, att de skåra foljande klot
3)  x'! 4- V1 4- x3 R2
i detta klots storcirklar. Det imaginåra absoluta klotets o-cirklar och o-klot kunna dårfor be-
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traktas som diametralcirklar och diametralklot till klotet x- + y- + = K1, vilket klot vi beteckna
med (o. Detta tillhor tydligen sjålft o-klotens skara. Varje o-cirkel skar sålunda to i två punk
ter A och A', som ligga på en diameter i ro. Planen genom O- och o-cirklarna genom O aro 
speciella o-klot och o-cirklar.

Inversionerna kring det imaginåra absoluta klotet fortfara . att åga reell betydelse. Studera 
vi transformationsformlerna 1 och 2 i § 15, finna vi, att bilden P av punkten P vid inversionen 
kring det imaginåra absoluta klotet kan konstrueras på foljande sått: Uppsbk den punkt P på 
råta linjen OP, som år så beskaffad, att O ligger mellan P och P oeh relationen OP. OP' = JP 
galler. Går sålunda en o-cirkel genom P, måste den också gå genom P, ty det inses genast, 
att inversionen ifråga overfor en cirkel i en cirkel och en o-cirkel, d. v. s. diametralcirkel till co, 
i sig sjålv. Två punkter P och P, som vid inversionen kring det imaginåra absoluta klotet 
motsvara varandra, kunna vi kalla till varandra horande punkter. P hor till P och P till P'. Den 
ena av dessa punkter kunna vi ej utesluta, såsom fbrhållandet var, då det absoluta klotet var 
reellt. Motsatsen mellan det absoluta klotets inre och yttre punkter år ju upphåvd, då detta 
klot år imaginårt.

Foljande satser åro tydligen giltiga:
Genom två varandra ej tillhorande punkter, går en enda o-cirkel. Genom en o-cirkel och en gul 

denna ej belågen punkt går ett enda o-klot. Två o-klot skitra varandra i en o-cirkel. Två o-cirklar på 
samma o-klot skåra varandra alltid i två till varandra hiirande punkter.

Hilberts axiom i gruppen I åro således ej giltiga i den nya cirkelgeometrien, men det år 
lått att modifiera deras lydelse, så att de så åndrade axiomen gålla i den nya geometrien.

Hilberts anordningsaxiom åro ej heller giltiga. Alla en cirkels punkter kunna tydligen ej 
anordnas på samma sått som punkterna på en euklideisk eller hyperbolisk råt linje. Borttages 
emellertid en enda punkt, sir det mbjligt att ordna en cirkels punkter, så att Hilberts anordnings
axiom gålla. Det har i det foregående visats, då punkterna på en grånscirkel ordnades.

I den nya cirkelgeometrien kunna vi såga, att två varandra ej tillhorande punkter A och B 
beståmma två stråckor AB, nåmligen de båda cirkelbågar, i vilka A och B dela o-cirkeln AB. 
En tredje punkt C på denna o-cirkel beståmmer jåmte A och B en av dessa två stråckor AB. 
Med denna utgångspunkt år det mbjligt att ordna punkterna på de nya o-cirklarna och o-kloten. 
Vi gå ej in på denna fråga. Så mycket bor dock framhållas, att varje o-klot « skiljer rummets 
punkter i två klasser, så att om A och B tillhbra var sin av dessa klasser, var och en av 
stråckorna AB har med a en gemensam punkt. Dessa två punktklasser åro «:s inre och yttre 
punkter. Varje o-cirkel på a delar således detta klots punkter i två delar med samma egen
skaper som de delar, i vilka i den euklideiska eller hyperboliska geometrien en råt linje delar 
sina plan.

Inversionerna kring o-kloten, den nya cirkelgeometriens symmetriska avbildningar, ha precis 
samma egenskaper, som då det absoluta klotet år reellt. Hilberts kongruensaxiom bbra dårfor 
gålla, sedan vi lam pligt modifierat dem. En sådan modifikation år nbdvåndig, emedan anord
ningsaxiomen ej galla i den nya geometrien. Fortf arande finnas emellertid på varje »råt linje» 
genom punkten A endast två sådana punkter B och B', att stråckorna AB och AB' åro lika med 
en uppgiven stråcka. Varje o-klot kan »kongruent« avbildas på ett o-klot vilket som helst, så
ledes specieilt på klotet a>. Men detta klots o-cirklar åro storcirklar. Den »plana geometriens 
i vårt nya system år dårfbr den euklideiska geometrien på en sfår. Dårfbr kallas den nya cirkel - 
geometrien den sfåriska geometrien.

Det fbrefaller, som om det ej funnes någon punkt, som hor till O, medelpunkten i klotet 
<o. Vi fbreskriva emellertid, att en sådan skall finnas. Vid inversionen kring det imaginåra 
absoluta klotet motsvaras tydligen O av oåndlighetsplanets alla punkter. Dessa betrakta vi som 
en enda och beteckna den med O'. Efter denna utvidgning av punktbegreppet har O ej långre 
några egenskaper, som ej tillkomma alla andra punkter, och vi kunnna dårfbr vid studiet av 
den sfåriska geometrien hålla oss till klotet (o.

Den sfåriska geometriens både plana och sfåriska trigonometri år den euklideiska sfåriska 
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trigonometrien. I dennas grundformler overgå också formlerna I, II, III, oin J, B, G goras ima- 
ginåra. Vinkelsumman i en triangel år stadse storre an två rata.

Ett knippe o-cirklar på ej liar två fixpunkter A och A', som vi kunna betrakta som klotets 
poler. Dess ekvator a år då en o-cirkel på co, som skår o-cirklarna genom A och A' under rata 
vinklar. Den år absoluta polaren till punkterna A och A', som å sin sida åro de absoluta po- 
lerna till a. Klotets parallellcirklar åro icke blott orter for punkter med lika avstånd till A och 
A', deras båda medelpunkter, utan åven orter for punkter, som ligga lika langt från a. I den 
sftiriska geometrien hora således till varje cirkel två medelpunkter och en rat linje, som ha lika avstånd 
till cirkelns alla punkter. Denna rata linje a år absoluta polaren till cirkelns medelpunkter A och A'. 
Ar a given, kunna cirklarnas medelpunkter A och A' entydigt beståmmas. Motsvarande egenskaper 
gålla for den sfåriska geometriens klot.

Utfbra vi nu transformationen 2 i § 16, overgå två varandra motsvarande punkter i en enda. 
Ekvationerna for motsvarigheterna till o-kloten och o-cirklarna bli linjåra och alla axiomen i Hil
berts grupp I gålla. Denna gång komma vi dårfor till en annan geometri ån den sfåriska. Den 
nya geometrien kalias den elliptiska.

Ej heller i denna geometri gålla axiomen i grupp II, dåremot samtliga i grupp 1. Efter
som inga oegentliga punkter existera, då den elliptiska geometriens punkter åro den euklideiska 
geometriens alla punkter jåmte dess oandlighetspunkter, måste ])unkterna på en råt linje kunna 
anordnas på samma sått som den rata linjens punkter i den projektiva geometrien. Två punk
ter A och B beståmma två stråckor AB; forst en tredje punkt G på rata linjen AB beståmmer 
jåmte A och B en stråcka. Vi ingå ej nu på de nya anordningssatserna. Sedan dessa faststållts 
på lampligt sått, kunna emellertid Hilberts kongruensaxiom, på låmpligt sått något modifierade, 
bibehållas.

Den elliptiska geometriens absoluta polaritet erhålles genom att i ekvationerna i § 20 er- 
såtta li2 med — R2. Ett knippe rata linjer har i den elliptiska geometrien en fixpunkt. År 
denna punkt A, åro alla knippets individer normaler till J:s absoluta polarplan «. Ortogonaltrajek- 
torierna till knippets samtliga individer åro icke blott orter for punkter, som ligga lika långt 
från A, utan åven orter for punkter, som ligga lika långt från a.

De viktigaste satserna inom den elliptiska geometrien torde nu for låsaren vara påpekade. 
For att få en riktig uppfattning av detta egendomliga geometriska system, i vilket ju varje råt 
linje år sluten och har åndlig långd, torde dock några nya egendomligheter bbra påpekas.

De elliptiska och de hyperboliska translationerna åro fullståndigt skilda från de euklideiska 
translationerna. De bilda ej någon undergrupp inom gruppen av rørelser. Punkterna på trans
lationslinjen r rbra sig på en råt linje. I den hyperboliska geometrien åro translationslinjens punk
ter de enda, som beskriva rata linjer. I den elliptiska geometrien måste dessutom varje punkt 
på den med r konjugerade absoluta polaren r' vara fix. Alla andra rbra sig.langs cirklar. Genom 
r gå alla normalplan till r, och dårfor måste punkterna på r' ligga stilla. Inom den elliptiska 
geometrien finns det sålunda ingen skillnad mellan translationer och rotationer, utan dessa båda 
rørelser sammanfalla. Translationer långs r åro rotationer kring r'.

Formlerna 4 i § 20 ge oss tydligen sambandet mellan koordinaterna for en punkt P och 
dess bild P' i en translation långs æ-axeln. Infor i dessa —R2 i stållet for R2, sått a = oo! 
Då overgå dessa formler i:

Utfor ånnu en gång samma translation! Låt x, y' motsvaras av x", y". Vi erhålla:

Dessa båda translationer kunna givetvis ersåttas av en enda. Genom en translation långs 
samma råta linje åt samma håll komma vi således forst och fråmst tillbaka till samma punkt,
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vilket ju ej var så forvånande. Men vi komma tillbaka med motsatt riktning på y-axeln. Mellan 
direkt kongruens och symmetri i planet finns i den elliptiska geometrien ingen motsats. Det 
elliptiska planet år ensidigt, ej tvåsidigt som i de euklideiska och hyperboliska geometrierna. 
Det år detta, som år anledningen till att translationen år så egendomlig. Ett enkelt exempel 
på en ensidig yta erhåller man på foljande sått: Utklipp ur ett papper en rektangel ABGDl 
Bojes denna rektangel ihop, så att A och D samt B och G sammanfalla, erhålles en vanlig cy
linder. Men vrides pappersremsan fore bøjningen, så att A och G samt B och D efter hopbbj- 
ningen sammanfalla, erhålles en yta, som man kan konstatera vara ensidig. Av samma beskaffen- 
het år det elliptiska. planet.

Den elliptiska geometriens plan delar ej såsom de euklideiska och hyperboliska geometriernas 
plan rummets punkter i två klasser. Hur ån A och B ligga utom planet «, finns det nåmligen 
en stracka AB, som ej tråffar a. Men den andra stråckan AB tråffar alltid a.

Aro a, b, c, d fyra råta linjer genom samma punkt O och i samma plan a och ligga c och 
d i var sitt av de två par av vertikal vinklar, som a och b beståmma, sågas paren ab och cd eller 
paren cd och ab skilja varandra. Det år tydligen endast på ett sått mojligt att ordna fyra råta 
linjer genom samma punkt och i samma plan i varandra skiljande par. Antaga vi, att vi rora 
oss inom de euklideiska eller hyperboliska geometrierna, kan detta påstående med tillhjålp av 
Hilberts anordningsaxiom lått bevisas. Det kan också bevisas, att om en råt linje l skår de 
fyra givna a, b, c, d i punkterna A, B, G, D respektive, och om dessa punkter från en efter 
behag vald punkt ()' projicieras i råta linjerna a', b', c’, d', så skilja paren a'b' och cd' varandra, 
om paren ab och cd skilja varandra, och tvårt om. Sedan de oegentliga punkterna adjungerats, 
kan det likaledes visas, att detta gålier, åven om en eller flera av punkterna A, B, G, D, O' 
åro oegentliga. Såsom anordningsprincip for oegentliga och egentliga punkter kan man dårfor 
infora begreppet »varandra skiljande punktpar». Såsom anordningsprincip for planen genom en 
råt linje inføres likaledes begreppet »varandra skiljande planpar®. Anordningsprinciperna i de tre 
olika slagen av elementåra knippen, den råta linjens punkter, den råta linjens plan och de råta 
linjerna genom samma punkt och i samma plan, åro således desamma, och de grundlåggande an
ordningsaxiomen kunna formuleras så, att de gålla i alla tre slagen av elementåra knippen. Den 
projektiva geometriens anordningssatser kunna hårledas, om vi antaga att Hilberts anordnings
satser gålla i ett begrånsat område, exempelvis i det inre av en sfår. Med uteslutande tillhjålp 
av denna sfårs inre punkter kunna nåmligen också de oegentliga punkterna, råta linjerna och 
planen definieras och dårefter adjungeras.

Omvånt kunna vi utgå från den projektiva geometriens anordningsprinciper och såsom axiom 
antaga så många av anordningssatserna, att de andra darur kunna hårledas. I en geometri, i 
vilken det finns åtminstone ett plan, som innehåller uteslutande oegentliga punkter, kunna vi 
for de egentliga punkterna infora begreppet »mellan» på foljande sått: Åro A, B, G tre punkter 
på en råt linje, som skår det nåmnda planet i D, såges G ligga mellan A och B, om punkt
paren AB och GD skilja varandra. Hilberts anordningsaxiom åro således att betrakta som spe
cialf all av den projektiva geometriens anordniogsaxiom. A andra sidan kunna dessa också hår
ledas ur Hilberts, om dessa antagas gålla inom ett begrånsat område.

De projektiva anordningsprinciperna och anordningsaxiomen kunna givetvis inforas i den 
elliptiska geometrien. De projektiva anordningsaxiomen råcka till att definiera riktning på en 
råt linje, i ett knippe av råta linjer och i ett planknippe. Detta år allt som behovs for att 
kunna formulera Hilberts kongruensaxiom. De enda geometriska system, i vilka axiomen i grupperna 
I, III, V och de projektiva anordningsaxiomen galla, aro de euklideiska, hyperboliska och elliptiska 
geometrierna.

Geometrien på devcloppabla ytor år euklideisk, på ytor med konstant negativ krbkning hyper
bolisk och på ytor med konstant negativ krbkning elliptisk. Dessa geometrier åro dock i all- 
månhet ej anvåndbara på ytorna i hela deras utstrackning, emedan forekommande singulariteter 
eller olika sammanhangsfbrhållanden ombjliggbra detta. Inom ett singularitetsfritt begrånsat om
råde, som genom ett snitt sbnderfaller i två delar, gålla emellertid dessa geometrier.

7
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Inom den elliptiska geometrien kunna i samtliga axiomen punkt och plan i rummet utbytas 
mot varandra, utan att de upphbra att vara sanna. Att så ar forhållandet med axiomen i grup
pen I, år ju tydligt, emedan både två punkter och två plan beatåmma en råt linje och tre plan, 
som ej gå genom samma rata linje, alltid en punkt. Anordningsaxiomen ha ju också samma 
egenskap. Men åven for kongruensaxiomen måste detsamma galla, ty den plana trigonometrien 
och den sfåriska sammanfalla. Dårfor galler i den elliptiska geometrien dualitetsprincipen: Varje 
sats forbliv riktig, om »plan* utbytes mot »punkt* och »punkt* mot »plan*. Med »punkt« i den 
elliptiska geometrien har jag således råttighet att beteckna plan, i strid med definitionen: »Punkt 
år det, som ej har några delar.«

Men man finner också, att i ett och samma plan punkt och råt linje kunna utbytas mot 
varandra, utan att satserna dårigenom bli falska. Så år också forhållandet med begreppen råt 
linje och plan genom samma punkt. Ar dårfor i den elliptiska gemetrien en sats om punkter 
och råta linjer i ett plan bevisad, galler den också for råta linjer och punkter i ett plan, for 
plan och råta linjer eller råta linjer och plan »i en punkt«. Såsom exempel må anforas De- 
sargues’ sats och trigonometrien.

§ 23. Cirklar, som tangera tre givna cirklar.

Inom den elliptiska geometrien loses uppgiften att upprita en cirkel, som tangerar tre givna 
råta linjer, som ej gå genom samma punkt utan således bikla en triangel ABC, på precis sam
ma sått som i den euklideiska geometrien. Man uppritar således de sex bisektriserna till trian
gelns vinklar och yttervinklar. Dessa sex bisektriser gå tre och tre genom fyra punkter, de 
sbkta cirklarnas medelpunkter. Genom en av dessa, låt vara AI, gå tre av bisektriserna. Vi be
teckna dessa med a, b, c, så att a går genom A, b genom B och c genom C. Från AI fålla vi 
normalerna a', V, c' mot råta linjerna BC, CA och AB respektive. Dessa skåra ut tangerings
punkterna for cirkeln med medelpunkten AI. De sex råta linjerna a, b, c, a', V, c' bilda ett 
knippe av råta linjer gen om AI.

Gå vi nu over till cirkelgeometrien, motsvaras de tre råta linjerna AB, AC, BC av tre cirklar 
o3, o2, Oj respektive, som åro diametral cirkl ar till en beståmd cirkel o med medelpunkten O. I 
denna punkt ha de tre cirklarna samma potens. Cirklarna o3 och o2 skåra varandra i de var
andra tillhorande punkterna A och A’, o8 och ot i B och B', o2 och o, i C och C. Bisektriserna 
till triangelns vinklar motsvaras av två beståmda diametralcirklar till o genom var sitt av punkt- 
paren AA', BB', CC. Tre beståmda av dessa, som vi som ovan beteckna med a, b, c, skåra 
varandra i de till varandra horande punkterna AI och AI'. Normalerna a', b', c' genom Al mot 
triangelns sidor motsvaras av de tre fullt beståmda ortogonalcirklarna d, V, c' till cirklarna Oj, 
o2, o8 respektive. De tre cirklarna a, b', c', som också gå genom AI', åro diametralcirklar till 
cirkeln o. De sex diametralcirklarna a, b, c, a', b', c' bilda ett knippe diametralcirklar med AI 
och AI' till fixpunkter. Cirkeln a' utskår på o, två tangeringspunkter P och P. Av dem ligger 
en inom och en utom cirkeln o. Låt P ligga inom! Cirkeln b' utskår på o2 tangeringspunk
terna R och R', av vilka R ligger inom o. På motsvarande sått beståmmas av c och o8 punk
terna S och S', av vilka S ligger inom o. Cirkeln genom de tre punkterna P, R, S måste 
tangera de tre cirklarna. Likaledes cirkeln genom de tre punkterna P', R', S'. Dessa två cirklar 
motsvara nåmligen i den elliptiska geometrien den ena av de fyra cirklar, som tangera de tre 
rata linjerna AB, AC, BC. Problemet att upprita en cirkel, som tangerar olt o2, o3, har således 
åtta losningar.

Det galler emellertid att finna en enkel konstruktion av de tre cirklarna a, b, c. Låt oss 
betrakta en av dem, exempelvis a, som går genom A och A'l I inversionen kring denna måste 
cirklarna c2 och o3 motsvara varandra, ty så år ju forhållandet vid symmetrien kring bisektrisen 
a i den elliptiska triangeln ABC. I denna motsvara råta linjerna AC och AB varandra. Efter
som således o2 och o3 motsvara varandra i inversionen kring a, måste de vara likstållda med
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avseende på dennas medelpunkt. (Se framstållningen i § 15!) I cirkeln a kånner man således 
medelpunkten och två av dess punkter; den år således fullt beståmd.

Eftersom nu a, b, c bilda ett knippe, måste deras medelpunkter ligga i råt linje. Vi ha 
således funnit och bevisat den kånda satsen, att de sex likstållighetspunkterna till två och två av 
tre givna cirklar alltid tre och tre ligga på fyra råla linjer, de tre cirklarnas likstållighetsaxlar. På 
varje axel ligger en likstållighetspunkt till vart och ett av de tre par av cirklar, som kunna bildas 
genom kombination av de tre cirklarna. Den ena likstallighetsaxeln innehåller de tre yttre lik- 
stållighetscentra, de tre andra likstållighetsaxlarna en yttre och två inre likstållighetscentra.

Vi antaga i det foljande, att denna sats om tre cirklars likstållighetspunkter år bevisad, 
hur ån de tre cirklarna åro belågna.1 Utesluta vi det fallet, att de tre cirklarna tillhora samma 
knippe, år det lått att bevisa, att de tre cirklarna ha en gemensam ortogonalcirkel o. Dess 
medelpunkt år den punkt O, i vilken de tre cirklarna ha samma potens. Den år fullt beståmd. 
Radien i o kan dåremot vara reell, noll eller imaginår. År radien noll, gå cirklarna genom O; 
år raden imaginår, ha de en gemensam diametralcirkel, i vilket fali vi ha lost problemet att 
upprita en cirkel, som tangerar de tre givna cirklarna. Denna metod år emellertid anvåndbar i 
alla tre fallen. Dock antaga vi tillsvidare, att de tre cirklarna ha en gemensam ortogonal cirkel 
o, vårs radie ej år noll.

Skåra cirklarna o2 och o3 varandra, kunna de två cirklarna a beståmmas som ovan. Skåra 
ej o2 och os varandra, åro likvål medelpunkterna for de båda cirklarna fullt beståmda. Det 
galler således att beståmma den individ i knippet, som beståmmes av o2 och o3, som har en 
beståmd medelpunkt T på den råta linje, som går genom medelpunkterna till o2 och o3. Detta 
problem Ibses genom att med T till medelpunkt upprita den cirkel, som skår o under råta 
vinklar. Skåra o2 och o3 ej varandra, ligger dessa båda cirklars inre likstållighetspunkt inom
cirkeln o; den yttre dåremot ligger utom. Endast en cirkel a existerar i detta fail, men den
existerar alltid. Vid inversion kring denna overføres o3 och o3 i varandra. I den hyperboliska
gemetrien motsvaras den av den rata linje, som år orten for punkter, som ligga lika långt från
två givna råta linjer. Den år normal till den for de båda råta linjerna gemensamma nor
malen. Tangera de båda cirklarna varandra, år det tydligt, att den ena av cirklarna a ej heller 
existerar.

Vi kunna således konstuera de två cirklarna a och b. Den senare år sådan, att inversionen 
kring den overfor o, i o3. Vi veta nu, att av de två likstållighetscentra till o2 och Oj ligger ett 
på den råta linje, som går genom medelpunkterna i a och b. Den cirkel, som har detta likstållighets- 
centrum till medelpunkt och tillhbr det av o3 och o, beståmda knippet, benåmna vi med c.2 Det 
år lått insett, att de tre ortogonalcirklarna a. b, c till en cirkel o alltid tillhora samma cirkelknippe, 
om deras medelpunkter ligga i råt linje. Ortogonalcirklarna till æ2 + y2 — R2 ha ju ekvationerna 

a? + y2 + 2Ax + 2By + R2 = o.

Nu måste vi gå till konstruktionen av a, b', c'. De tillhora det av a, b, c beståmda knip
pet K och åro ortogonalcirklar till var sin av ot, o2, o3. Har knippet K ej några reella fix- 
punkter, i vilket fali konstruktionen ar given, fbrfara vi på foljande sått vid konstruktionen av 
a. Vålj i knippet K', som innehåller ortogonalcirklarna till knippet som ej innehåller ov 
utom o en annan cirkel s, och beståm sedan ortogonalcirkeln till o, ot och s! Denna år den sbkta 
cirkeln a. De tre cirklarna a, b', c jåmte deras snittpunkter med o,, o2 och o3 åro nu beståmda. 
Vi beteckna dessa senare som ovan med P, P', R, R', S, S', så att P, R, S ligga inom cirkeln 
o. 1 inversionen kring o motsvara P och P, R och R', S och S' varandra.

Vid inversionen kring cirklarna i knippet K overgå cirklarna i knippet K', som innehåller 

1 Den bevisas med låtthet med tillhjålp av Desargues' sats.
1 Dårmed år också bevisat, att en triangels sex bisektriser tre och tre gå genom fyra punkter åven 

inom den hyperboliska geometrien. En del av dessa punkter kunna vara oegentliga. Bibehålla vi benam
ningen bisektris på den rata linje, som år orten for de punkter, som ligga lika långt från två givna varandra 
ej skårande rata linjer, galler påståendet, lampligt modifierat.
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ortogonalcirklarna till knippet K i sig sjalva. En cirkel i K', som går genom P, måste i denna 
punkt tangera o^ Den tangerar då i R och iS' de båda cirklarna o2 och og.

Åven for det fali, att de tre cirklarna o1( o2, o8 ha en gemensam ortogonalcirkel o, ha vi så
ledes lost problemet att upprita en cirkel, som tangerar en given cirkel. På antalet ibsningar 
ingå vi emellertid icke. Skulle on o2, o8 gå genom samma punkt O, loses problemet på samma 
sått. En inversion kring en cirkel genom O, overfor de tre cirklarna olt o2, o8 i råta linjer och O 
i oåndlighetslinjens punkter. Geometrien i cirklarna genom en fix punkt O dr diirflir den euklideiska. 
Den erhålles ur de båda andra cirkelgeometrierna genom att låta R tendera mot noll.

Om tre cirklar oIt o2, o8 tillhbra samma knippe, finns ingen cirkel, som tangerar dem alla 
tre, såvida ej knippet år paraboliskt, d. v. s. o,, o.2, o.. tangera varandra i samma punkt. 1 så 
fail år varje cirkel i knippet en losning.

Cirklarna a, b, c, a', V, c' tillhorde ett knippe K, vårs ortogonalcirklar bildade ett knippe 
K', innehållande två av de cirklar, som tangera de tre givna olt o2, o8. De tangerande cirklarna 
åro således att sbka bland fyra knippen, vilka som radikalaxlar ha var sin av de fyra likstållig- 
hetsaxlarna. Det år lått att bevisa, att varje cirkel i var och en av dessa fyra knippen skår de 
tre givna cirklarna under lika vinklar. Ha de tre cirklarna olt o2, o8 en gemensam ortogonal
cirkel o, tillhbr den alla dessa fyra knippen. I detta fail få vi foljande enkla och vålkånda. 
losning på problemet att konstruera de o1, o2, o8 tangerande cirklarna.

Upprita de cirklar, som tillhbra något av de fyra knippen, som beståmmas av o och de 
fyra likstållighetsaxlarna till de tre givna cirklarna, och som tangera en av de tre givna cirk
larna. Dessa cirklar tangera då åven de båda andra givna cirklarna. Problemet att upprita 
en cirkel, som tillhbr ett givet knippe och tangerar en given cirkel, sammanfaller med problemet 
att upprita en cirkel, som går genom två givna punkter och tangerar en given cirkel, eller ock 
Ibses det på ungefår samma sått som detta problem.

KAP. III.

Polygoner med lika stora ytor oeh polyedrar med lika stora volymer.

§ 24. Euklides behandling av ytlika polygoner och volymslika 
polyedrar.

Euklides bbrjar sin framstållning av likytiga polygoner genom att i I: 35 bevisa, att paral- 
lellogrammer med samma bas och hbjd åro likytiga. Åt likytiga figurer ågnar han sedan resten 
av forstå och hela andra boken samt dessutom en god del av sjåtte boken. Hela innehållet i 
denna bok vilar ju for ovrigt på teorien om likytiga, trianglar och parallellogrammer.

For att avgbra om två polygoner åro likytiga, anvånder sig Euklides av foljande kriterier: 
Kongruenta polygoner åro likytiga.
Låggas kongruenta polygoner till kongruenta polygoner, åro summorna likytiga polygoner. 
Dragas kongruenta polygoner från kongruenta polygoner, åro skillnaderna likytiga polygoner. 
Polygoner, som åro likytiga med en och samma polygon eller med likytiga polygoner, åro 

likytiga.
Om dessa kriterier åro samstammiga eller ej, undersoker ej Euklides. Han antager i stål let 

utan bevis, att polygoners ytor åro storheter, och att således hans storhetsaxiom (I—7, 9) på 
dem kunna tillåmpas. Av två figurer, som ej ha lika stora ytor, måste således den enas yta 
vara stbrre ån den andras. Har en polygon stbrre yta ån en annan och denna senare i sin tur 
stbrre yta ån en tredje, år den forstå polygonens yta stbrre ån den tredjes o. s. v.

Vad som sagts om Euklides behandling av likytiga polygoner, gålier åven om hans fram- 
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stålhiing av polyedrar med lika volymer. For att avgora om två pyramider ha lika volym eller 
ej, måste han dessutom anvånda sig av exhaustionssatsen.

Vi ha sett, att det år mojligt att med stiid av axiomen i grupperna I—III bevisa, att 
stråckor och vinklar åro storheter i Euklides mening, d. v. s. att hans storhetsaxiom och åven 
andra storhetsaxiom, som han stoder sig på utan att formulera, kunna tillåmpas på stråckor och 
vinklar. Vi skola nu visa, att det år mojligt att definiera »polygoner med lika stora ytor» och 
»polyedrar med lika stora volymer* och sedan bevisa, att dessa begrepp åro storheter.

§ 25. Ekvivalenta polygoner.

Två iwlygoner åro ekvivalenta. om de kunna indelas i ett åndligt antal trianglar, så att mot varje 
triangel i den ena svarar en enda triangel i den andra och omvånt och mot varandra svarande trianglar 
åro kongruenta.

Aro två polygoner I och II ekvivalenta med polygonen III, finns det en indelning av poly
gonerna I och III i trianglar, så att mot varje triangel i I svarar en kongruent triangel i 111 
och omvånt, samt en annan indelning av polygonerna II och 111 med samma egenskaper. Dela 
vi nu de två polygonerna I och II enligt båda dessa delningsprinciper, bliva dessa två polygoner 
delade i nya polygoner, så att mot varje polygon i I svarar en kongruent polygon a3 i III,
och så att mot i III svarar en kongruent polygon «2 i II. Således åro y och «2 kongruenta. 
Polygonerna I och II åro således indelade i polygoner, så att mot varje sådan i I svarar en 
kongruent polygon i II och omvånt. Dessa polygoner kunna sedan delas i trianglar, varvid po
lygonerna I och II bli indelade i trianglar, så att mot varje triangel i I svarar en triangel i II 
och omvånt och mot varandra svarande trianglar åro kongruenta.
Således;

Sats 1: Två polygoner, som åro ekvivalenta med en och samma po- x. V\ /y / / 
lygon eller med ekvivalenta polygoner, åro ekvivalenta. \ yy \ //

Parallellogrammer på samma bas och mellan samma ptarallella lin- \ //\ \ /
jer åro ekvivalenta.

ABCD och ABC1D1 stå på samma bas och mellan samma 3
parallella linjer, och vi antaga, att T)1 ligger mellan Ct och C. Fig. 32.
Avsatt D1D2 = C1D1 på råta linjen så att Dx ligger mellan
C, och DJ. Eftersom D,D2 = C1D,=CD, måste D., falla mellan D, och C eller mellan G och 
D. Antag, att den faller mellan D1 och C! Vi konstruera enligt samma princip punkterna DA, 
Di . . . Enligt V: 1 måste det finnas en punkt D,„ som faller mellan C och D. På figuren 
år denna punkt D.A. Utan vidare inses nu, att ABCxDr år ekvivalent med ABD^D2, som år 
ekvivalent med ABD2Da, vilken slutligen år ekvivalent med ABCD.

Ligger ej Dr mellan Ct och C, ligger den antingen mellan C och 1), i vilket fali satsen år 
bevisad, eller också ligger Cj mellan C och D eller mellan D och D,, i vilka fali satsen kan 
bevisas på samma satt, som då t>[ ligger mellan C och T) eller mellan Cj och C.

Sats 2. Parallellogrammer med lika baser och højder åro ekvivalenta.
Fol jer direkt av foregående sats. £
Betrakta parallellogrammen ABCD och triangeln ABE, dår E ligger a

på råta linjen AC, C mellan A och E och stråckorna AC och CE åro y \
lika stora! Råta linjen BE skår, stråckan CD i dess mittpunkt F, och ^y D
trianglarna CFE och DFB åro kongruenta. Dårfor år triangeln ABE / y y 
ekvivalent med parallellogrammen ABCD, som har samma bas men en- y \ y
dast hålften så stor hojd som triangeln ABE. Tillåmpas nu satserna l y  \y 
och 2, bevisas med låtthet foljande sats: Aj____________ ø

Sats 3. Trianglar med lika stora baser och højder åro ekvivalenta.
Nu skola vi bevisa foljande viktiga sats: Fig. 33.



54

Sats 4. Två trianglar ABC och A'B'C uro ekvivalenta, out baserna AB och A'B' och de tillhorande 
hdjderna CP och CP' åro omvånt proportionella:

Forst framhålles, att i en och samma triangel två sidor åro omvånt proportionella mot de 
tillhorande hbjderna. Detta påstående bevisas med låtthet med tillhjålp av likformighetslåran,

som vi ju utvecklat oberoende av begreppet ytlikhet. Dét år således likgiltigt 
vilken sida i en triangel vi betrakta som bas.

Vi antaga, att A'B' år mindre ån AB. I så fail år hojden CP' stbrre 
ån hojden CP.

Vålj således på stråckan AB punkten E, så att AE=A'B'\ Drag EC. 
Drag råta linjen BD parallell med EC\ Den skår vinkelbenet AC i D. Tri
anglarna CEB och CED åro ekvivalenta, emedan de ha samma bas och lika 
højder. Således åro också trianglarna ABC och AED ekvivalenta. Beteckna. 
vi nu hbjderna från C och D mot AB med h och h' respektive gålla:

AB AD hi
AE AC h’

men också enligt antagandet, då AE—A'B1,
AB CP'

=-^ , d. v. s. h' = C'P', då ju h = CP.AE CP
Således ha trianglarna AED och A'B'C lika baser AE och A'B' samt lika hbjder, och åro dår- 
fbr ekvivalenta. Då åro åven ABC och A'B'C ekvivalenta.

Antagandet A'B'<AB betyder ju ingen inskrånkning i beviset.
Vi skulle nu i likhet med Euklides kunna vånda om satserna 3 och 4, om vi antoge, att 

delen ej år lika med det hela, eller båttre uttryckt, stbdde oss på foljande sats: En triangel kan 
icke vara ekvivalent med en av sinit deltrianglar. (De Zolt’s princip).

Man behøver emellertid ej gbra ett dylikt antagande, som vi i det foljande skola se.

§ 26. Likytiga polygoner.
Ilela framstållningen i § 25 hånger på Arkimedes axiom, V: 1. På detta axiom vilade 

nåmligen beviset av sats 2. Hilbert har bevisat, att denna sats år direkt falsk, om axiomet i 
fråga fbrkastas.

Hilbert infor begreppet en triangels ytmått. Emedan sidor och tillhorande hbjder i en och 
samma, triangel åro omvånt proportionella, bor detta ytmått vara proportionellt mot produkten 
av en sida och dess tillhorande hbjd. Av lått insedda skål våljer han proportionalitetsfaktorn 

En triangels ytmått år således halva produkten av en dess sida och tillhorande hbjd. Hil
bert kaliar de trianglar ytlika, som antingen åro ekvivalenta eller åro skillnader mellan parvis 
ekvivalenta trianglar. Han bevisar oberoende av V: 1, att ytlika trianglar ha lika ytmått, och 
att trianglar med lika baser och hbjder åro ytlika, således också trianglar, vilkas baser och hbj
der åro omvånt proportionella. Han kan komma fram utan V: 1, emedan han också utvecklat 
en likformighetslåra, som år oberoende av detta axiom, och arbetar med tal, for vilka V: 1 icke 
galler.

Vi infora definitionen: Två trianglar åro likytiga, om de ha samma ytmått. Vi kunna då be- 
visa foljande viktiga sats:

Delas en triangel på något sått i deltrianglar, så år triangelns ytmått 
lika med summan av deltrianglarnas ytmått.

Delas triangeln ABC i deltrianglar genom att från en vinkelspets, 
exempelvis B draga råta linjer BD, BD', o. s. v., år satsen sjalvklar for en 
sådan delning, ty alla deltrianglarna ha då lika hbjder. En delning, 
vid vilken delningslinjerna gå genom en vinkelspets, skola vi kalla trans- 
versell delning. Delas triangeln ABD i sin tur transversellt och dessa 
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deltrianglar i sin tur transversell t, galler tydligen satsen for en sådan delning av triangeln 
ABC', d. v. s. for en upprepad transversell delning.

Ar triangeln ABC delad på ett godtyckligt sått, draga vi genom en av dess vinkelspetsar, exem
pelvis A, transversaler genom varje hornpunkt i var och en av dess deltrianglar A. Vi skola 
betrakta en triangel, som begrånsas av två transversaler genom A, som folja efter varandra. 
Skåra dessa BC i punkterna AT och Y, ligga mellan dessa båda punkter inga hornpunkter hos 
någon av de forstå deltrianglarna. Deltriangeln AXY måste vara delad som triangeln ABC i 
tig. 35, dock med den inskrånkningen, att någon eller några av trianglarna kunna vara ersatta 
med fyrhorningar, av vilkas hornpunkter två ligga på AX och två på AY. Någon av tri
anglarna exempelvis BDE, kan också vara delad av transversaler genom D. Genom att i en 
fyrhorning av angiven beskaffenhet draga en diagonal, sonderdelas den i två trianglar. Varje 
triangel AXY år således delad genom en upprepad transversell delning. Samma galler givetvis 
om varje deltriangel A i den ursprungliga delningen.

Ytmåttet av triangeln ABC år således lika med summan av ytmåtten for alla de deltri
anglar, i vilka den slutligen delats. Samma galler for varje triangel A, som tillhor den ursprung
liga delningen. Eftersom additionslagarna

a 4-1) — b 4* a j a 4- 4- c) = (« 4- 4- c 
gålla for ytmåtten, år satsen i sin helhet bevisad.

Vi kunna nu definiera en polygons ytmått som summan av ytmåtten for dess deltrianglar. 
Ytmåttet år tydligen oberoende av hur denna delning verkstållts. Vi infora sedan definitionen:

Polygoner med samma ytmått Uro likytiga.
Till varje polygon hor således ett visst tal, som år summan av alla de tal, som åro till- 

ordnade dess deltrianglar eller delpolygoner, så att om en delpolygon avlågsnas från polygonen, 
den så erhållna restpolygonen motsvaras av ett tal, som år mindre ån det, som motsvarar hela 
polygonen. Det hela år således stbrre ån var och en av sina delar. Helt allmånt galler, efter
som vi avbildat polygoners ytor på talen, så att mot varje polygons yta svarar ett enda tal och 
mot en »stbrre» polygon ett stbrre tal:

Polygoners ytor åro storheter, på vilka de vanliga storhetsaxiomen (Euklides 1—7, 9) kunna till- 
låmpas.

De anvånda talen behbva ej vara »arkimediska«, d. v. s. om a>b, behbver det ej linnas 
något heltal n, sådant att nb^a.

Vi ha nu också visat, att ekvivalenta polygoner åro likytiga. Med tillhjalp av V: 1 visade vi 
i § 25, att likytiga trianglar åro ekvivalenta. Vi ha således också visat, att likytiga polygoner åro 
ekvivalenta, eller alt stcrhetsaxiomen gålla for ekvivalenta figurer.

Vi kunna således infora foljande nya definition på likytiga polygoner: Likytiga polygoner åro 
sådana polygoner, som åro ekvivalenta.

En fullt strång grundlåggning av låran om om råtlinjiga figurers ytlikhet år dårmed genom- 
fbrd, utan att något nytt axiom behoft inforas. Givetvis ha vi begrånsat oss till enkla polygoner, 
d. v. s. sådana polygoner, vilkas sidor tråffa varandra endast i polygonens hornpunkter, från vilka 
endast två sidor utgå.

Slutligen kan tillåggas, att en triangels ytmått inom den hyperboliska geometrien år triangelns 
defekt, d. v. s. skillnaden mellan två råta vinklar och triangelns vinkelsumma, inom den ellip
tiska geometrien triangelns excess, d. v. s. skillnaden mellan dess vinkelsumma och två råta. 
Man torde utan vidare inse, att inom de båda icke-euklideiska geometrierna en triangels ytmått 
år summan av alla dess deltrianglars ytmått. Det kan också bevisas, att trianglar med samma 
ytmått åro ekvivalenta.

§ 27. Polyedrar med lika volymer.
Såsom volymmått for en tetraeder infora vi tredjedelen av produkten av en av dess sidoytor 

och hbjden mot denna. Att detta volymmått år oberoende av valet av sidoyta, kan med låtthet be
visas.
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Tetraedern ABCD år given. Fåli från A normalen AH mot planet BCD', Fotpunkten må 
vara H\ Fåli från H i planet BCD normalen HK mot rata linjen CD\ Fotpunkten må vara 
7C! Då lir planet AHK normalplan till rata linjen CD. Vinkeln AKH år vinkeln mellan de 
båda halvplanen CDA och CDB. På samma sått falles normalen BL mot planet ACD och nor
malen LM mot råta linjen CD. Aven vinkeln BML år således vinkeln mellan de båda halv- 
lanen CDA och CDB. Dårfor åro trianglarna AKH och BML likformiga, d. v. s.

AH . BH =BL . AK eller AH. BH . CD =BL . AK. CD.
Satsen år sålunda bevisad.
På ungefår samma sått som i § 26 for ytmått kan man nu bevisa:
En tetraeders volymmått ar samman av volymmåtten av alla de tetraeder, i vilka den lir delad.
Definieras nu en polyeders volymmått som summan av dess deltetraedrars volymmått, inses 

genast, att detta volymmått år oberoende av det sått, på vilket delningen foretagits.
Polyedrar med lika volymmått ha lika volymer.
Ur denna definition och ur det foregående foljer:
Polyedrars volymer åro storheter, for vilka storhetsaxiomen således galla.
Med ekvivalenta polyedrar menas sådana polyedrar, som kunna indelas i ett åndligt antal delpolyedrar, 

så att mot varje delpolyeder i den ena svarar en kongruent delpolyeder i den andra och omvånt.
Dehn1 har bevisat, att polyedrar med lika volymer i allmånhet ej åro ekvivalenta och ej heller kunna 

goras ekvivalenta genom att tillfoga ekvivalenta polyedrar.
Vill man dårfor ej anvånda den ovan givna definitionen på polyedrar med lika volymer, får 

man gripa till grånsforfaranden.

1 Hans bevis finnes i Enriques, Fragen der Elementargeometrie.



Pedagogiska tillåmpningar.
Det år uppenbart, att framstållningen i kapitlen I och III av detta arbete ej år låmplig 

for skolan. Emellertid bor det ej vara svårt att låmna en strång framstållning av geometrien, 
som år fattbar åven for de allmånna låroverkens elever. Det galler bara att avstå från den 
fordran, att geometriens axiom skola reduceras till ett minimum.

Utbkar man Hilberts anordningsaxiom med satserna 1, 2, 3 och kanske 4 i § 2, kunna 
ovriga behovliga anordningssatser lått bevisas. Det år ej låmpligt att, såsom nu sker i våra 
skolor, helt avstå från en rationell framstållning av punkternas anordning på en råt linje, i ett 
plan och i rummet. Det år svårt for eleverna att forstå, varfor man ibland får stodja sig på 
åskådningen av figurer, under det att åskådningen i andra fali ej får anvåndas vid bevisforingen. 
Man kan ej heller nu for tiden komma med den invandningen, att det år ombjligt att låmna 
en strång, men åndock lattfattlig framstållning av punkters anordning.

Såsom kongruensaxiom skulle man kunna uppfora III: 1, III: 4 och forstå kongruensfallet. 
Dessutom vore det val låmpligt att som axiom antaga, att stråckor och vinklar åro matematiska 
storheter. Detta antagande skulle då kompletteras med låmpligt valda storhetsaxiom. Axiomet 
V: 2 bor ersåttas av satserna 1 och 2 i § 10. Axiomen i grupperna I och IV kunna bibehållas, 
vilket ju ej hindrar, att de erhålla en for skolpojkar låmpligare formulering. Behandlingen av 
yt- och volymslikhet bor val helst ej forandras. Men i så fall bor det påpekas, att figurers 
ytor och volymer antagas vara matematiska storheter.

En på dessa principer grundad geometrisk framstållning skulle emellertid knappast vara 
njutbar for eleverna i realskolan. For lårjungarna i fjårde klassen vore den obegriplig. Men 
denna anmårkning gåiler också i viss mån Euklides’ elementer och en del andra for realskolan avsedda 
lårobocker i geometri. Dåremot synes det mig, som om Josephsons nyligen utgivna lårobok i 
geometri for realskolan skulle vara synnerligen låmplig och fullt begriplig for eleverna på detta 
stadium. Om jag rått forstått forfattarens avsikt med sin lårobok, menar han, att man i real
skolan bor avstå från att fordra allt for stor strånghet i bevisforingen. Detta år också min 
åsikt. Det år ju orimligt att begåra, att pojkar på 12 å 13 år skola fullt forstå ett arbete, 
som ståller så stora fordringar på tankeskårpa som Euklides’ elementer.

Sådana fordringar på tankeskårpa bor man dåremot kunna stålla på gymnasiets lårjungar. 
Att dessa få gora bekantskap med en någorlunda strång framstållning av geometrien, synes mig 
hogeligen onskvårt. Det kan ej fornekas, att studiet av en strång framstållning av geometrien 
utgbr ett av de yppersta medlen att bibringa skolans elever vana vid strånghet i bevisforing och 
insikt i betydelsen av exakthet i uttrycken.

Min åsikt om geometriundervisningen vid de allmånna laroverken år sålunda foljande. 1 
realskolan bor man huvudsakligen hålla sig till de geometriska satsernas innehåll, d. v. s. bi
bringa eleverna geometriskt vetande och utveckla deras åskådningsformåga. Framstållningens 
form bor spela en mera underordnad roil. Vid repetitionen i gymnasiet av realskolans geometriska 
kurs bor dåremot framstållningens form vara huvudsaken. Bevisforingen bor helst vara strångare 
ån den euklideiska. Denna senare fordran behover ej betyda, att åmnet dårigenom gbres mera 
svårfattligt for eleverna. Jag år overtygad om, att det nu for tiden år mbjligt att skrifva en 
lårobok i geometri for gymnasiet, som i skårpa bvertråffar Euklides’ elementer, utan att dårmed 
bliva mera svårfattlig.

8
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BIHANG.
I § 9 behandlades kongruenta avbildningar. Roreiser definierades såsom sådana kongruenta 

avbildningar, som kunna sammansåttas av en translation och en rotation. Det bevisades, att 
rotationer kring axlar genom en och samma punkt P kunna sammansåttas till en enda rotation 
kring en axel genom P. Dåremot anfordes ej något bevis for att två roreiser i allmånhet kunna 
ersåttas med en enda rorelse. Detta påstående kan ytterst lått bevisas, om man antingen får 
forutsåtta vissa av den projektiva geometriens satser eller parallellaxiomet. Sedan detta arbete 
till storre delen tryckts, har jag lyckats finna ett bevis for satsen, som år oberoende av ovan 
nåmnda fbrutsåttningar men åndock relativt enkelt. Det år detta bevis, som jag hår tanker 
framstålla.

Fbrst och fråmst år det kanske skål i att något fortydliga framstållningen i § 9 av rota
tioner. Antag, att OX år rotationsaxeln, att OA och OB åro normaler till OX, OM bisektris 
till vinkeln AOB, och att rotationen i fråga 22 overfor vinkelbenet OA i vinkelbenet OB. 22 
definierades som resultanten till symmetrierna kring planen XOM och XOB, utforda i nu nåmnd 
ordning. Utom 2? finns det en enda kongruent avbildning 5, som for vinkelbenet OX i sig sjålft 
och vinkelbenet OA i vinkelbenet OB. S år tydligen symmetrien kring planet XOM. 5 over
for vinkelbenet OM i sig sjålft; 22 overfor intet enda vinkelben i planet AOB i sig sjålft. 22 
kan dårfor också sammansåttas av symmetrierna kring planen XOA och XOM eller av symme- 
trierna kring planen XOMj och XOB{ eller av symmetrierna kring planen XOAr och XOM,, om 
vi med OAt beteckna ett vinkelben i planet AOB, som av 2? fores i vinkelbenet OBlt och med 
OM, beteckna bisektrisen till vinkeln A^OBy. 22 kan således ersåttas av symmetrier kring två 
plan genom OX. Den forstå eller den sista symmetriens symmetriplan kan våljas efter behag 
genom OX. Det andra symmetriplanet år sedan fullt bestamt.

Den translation C, som har AB till translationsaxel och overfor punkten A i punkten B, 
definierades såsom resultanten till två symmetrier 5 och 5t. S har till symmetriplan normal
planet till AB i den punkt M, som år mittpunkten till stråckan AB; 5, har till symmetriplan 
AB:s normalplan i B. IT och S åro de enda kongruenta avbildningar, som fora A i B och 
varje halvplan ABX i sig sjålft. C har inga fixpunkter, S har varje punkt i sitt symmetriplan 
till fixpunkt. C kan således ersåttas av symmetrien S2 med AB:s normalplan i A till symme
triplan och symmetrien S. Vidare år det tydligt, att punkterna A och B kunna ersåttas av två 
punkter At och B, på AB, sådana att IT overfor At i Bv En av dessa kan våljas efter behag. 
C kan således ersåttas av två symmetrier kring normalplan till AB, så att antingen den forstå 
eller den sista symmetriens symmetriplan kan våljas efter behag, blott det år normalplan till AB. 
Den återstående symmetriens symmetriplan år då fullt bestamt.

Låt AOC vara en råt vinkel, A±OC en av denna vinkels sidovinklar samt OB ett i planet 
AOC belåget vinkelben, som ligger på samma sida om råta linjen OA som vinkelbenet OC! 
Det år lått att inse, att vinkelbenen OB och OC ligga på samma sida om den råta linje OM, 
som delar vinkeln AOB mitt itu. Vinkelbenen OA och OC dåremot ligga på var sin sida om 
OM. Det år klart, att symmetrien kring planet XOM, dår OX år normal till planet AOC, over
for OC i ett vinkelben OD,, som ligger på samma sida om OM som vinkelbenet OA, och att 
symmetrien kring planet XOB overfor OD, i ett vinkelben OD, som ligger på motsatt sida om 
linjen OB som OA. Således:

Sats 1. Varje rotation kring en axel OX, som for det mot OX vinkelråta vinkelbenet OA i 
vinkelbenet OB, for det i planet AOB belågna vinkelben OC, som med OA bildar råt vinkel och 
ligger på samma sida om råta linjen OA som vinkelbenet OB, i ett vinkelben OD, som ligger på 
samma sida om råta linjen OB som det vinkelben OA^som ligger i råt linje med vinkelbenei OA, 
men ej sammanfaller med detta.

Vi skola tilis vidare endast sysselsåtta oss med sådana kongruenta avbildningar, som avbilda 
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punkterna i ett plan i punkterna i samma plan oeh en punkt P utom detta plan i en punkt, 
som ligger på samma sida om planet som P. Vi ha då endast att gora med rotationer kring 
axlar, som åro normaler till planet, och med symmetrier, som till symmetriplan ha planets nor
malplan. Eftersom vi endast behova syssla med planets punkter, kunna vi tala om rotationer 
kring en punkt och mena då rotationer kring normalen i denna punkt. I stållet for symmetrier 
kring normalplanen tala vi om symmetrier kring rata linjer.

Sats 2. Translationen £ med AA, till translationsaxel, som for punkten A i punkten A,, 
efterfoljd av en rotation 2Jt kring A,, kan ersåttas av en rotation 21 kring A, efterfoljd av trans
lationen £.

Normalerne AX och A,X, till AA, åro givna; punkterna X och X, ligga på samma sida 
om AA, och i ett och samma plan. I detta plan ligga vidare vinkelbenen AB och A,B, på 
samma sida om AA, som punkterna X och X,. A, ligger mitt emellan punkterna A och A2 på 
råta linjen AA,. Vinklarna BAA, och B,A,A2 antagas vara lika stora, likaledes vinklarna BAX 
och B,A1X,. Sedan A,B, valts, kan ju AB beståmmas så, att den uppfyller dessa villkor. Den 
rotation 2Xf, som for vinkelbenet A,A2 i A,B,, for vinkelbenet A,X, i ett fullt beståmt vinkel
ben A1 Vj. Den rotation 21, som for AA, i AB, for AX i ett beståmt vinkelben AY. Det år 
lått att inse, att vinkelbenen A Y och A,Y, ligga på samma sida om linjen AA,. Translationen 
C for AA, i A,A2, AX i A,X,, AB i A,B, och AY i Transformationen £2I1( sam-
mansatt av C, efterfoljd av 2tb for AA, i A,B, och AX i A,Y,. Men så år också fbrhållandet 
med transformationen 2l£. Eftersom det finns en enda kongruent avbildning av ovan angiven 
beskaffenhet, som uppfyller dessa villkor, sammanfalla transformationerna ^2lt och 2t£, och satsen år 
bevisad. Beviset fores med låtthet, om A,B, och A,X, eller A,B, och A,A sammanfalla.

Sats 3. Translationen £lr som for A i B och har AB till axel, efterfoljd av transla
tionen £,, som for B i C och har BC till axel, kan ersattas av translationen £, som 
for A i C och har AB till axel, efterfoljd av en rotation kring C.

Två translationer kring samma axel kunna givetvis ersåttas av en enda translation langs 
samma axel. Med hjålp av sats 2 visas således lått, att satsen gåiler, om A, B och C ligga i råt linje.

Ligga ej A, B, C i råt linje, åro de hornpnnkter i en triangel; med I beteckna vi en av 
dennas inre punkter. Vinkeln XAB antages vara råt, och punkterna X och C antagas ligga 
på samma sida om linjen AB. £ for B i A, oeh X i Y, så att X, Y, C och I ligga på samma 
sida om AB. Den rotation 23, som for vinkelbenet BA, i vinkelbenet BC, for vinkelbenet BY 
i vinkelbenet BZ, som enligt sats 1 ligger på samma sida om linjen BC som punkten A, såle
des också som punkten /. Av samma skål for ^2, efterfoljd av den rotation £, som for vin
kelbenet CB,, dår punkten C ligger mellan punkterna B, och B, i vinkelbenet CA, vinkelbenet 
BZ i vinkelbenet CU, så att 1 och U ligga på samma sida om AC. £123£.,£ for således vin
kelbenen AB och AX i vinkelbenen CA och CU respektive. Ligger punkten C, på AC och A mel
lan C4 och C, for den rotation 21, som for vinkelbenet AB i vinkelbenet AC,, enligt sats 1 vin
kelbenet AX i ett vinkelben ^41/, som ligger på samma sida om linjen AC, eller AC som B, d. 
v. s. som I, ty AX och AC, ligga på var sin sida om linjen AB. Translationen £ overfor 
vinkelbenet AC, i vinkelbenet CA och AV i CU. Således gåiler £,23£2£ |= 2l£. Enligt sats 
2 galler nu 23£, = 2l£ = ££„ således också £.£„£, = ££„, d. !v. s. £,£, = ££4.
Med £,, £2, £3, £4 beteckna vi då rotatationer kring punkten C. Gåiler parallellaxiomet, redu- 
ceras £4 till identiteten, således £t£2 till C.

Sats 4. Transformationen £23, dår C år den translationen långs axeln AB, som for A i B, 
och 23 år en rotation kring B, kan ersåttas av transformationen SSp dår 5 år symmetrien kring 
stråckan AB:s mittpunktsnormal s och S4 symmetrien kring en råt linje s, genom. B. Omvånt kan 
SSj ersåttas av £23, som dåremot aldrig kan ersåttas av en enda symmetri.

£ kan ersåttas av symmetrierna S och S2, om S2 till symmetrilinje har normalen s2 i B till 
linjen AB. 23 kan ersåttas av S2b„ dår 5t år en symmetri, som till symmetrilinje har en fullt 
bestå'md linje s, genom B. Således år £2? = 5S2S251 = SSp ty S2S2 år den identiska trans
formationen. Forstå delen af satsen år sålunda bevisad. Omvåndningen bevisas genom inskjut- 
ning av två symmetrier S2. Kunde slutligen £23 ersåttas av en enda symmetri, måste denna vara



3

5, ty endast denna symmetri overfor punkten A i punkten B. Men <ZB = S62 kan tydligen 
ej ersåttas av S.

Vi infora nu foljande definition: Två i samma plan belågna råta vinklar AOB och CO^D 
åro likriktade, om den ena kan dfverforas i den andra genom en translation långs axeln OOX och 
en rotation i endera av pankterna O eller O,. I annat fali såpas de vara olikriktade.

Vinklarna AOB och BOA åro enligt definitionen olikriktade. Vinkelbenens ordningsfoljd i 
en vinkel måste dårfbr noga framhållas.

Kan AOB foras i COXD genom en translation IZ långs OOV och en rotation (Dt i O,, kan 
enligt sats 2 03 j ersåttas av (DIZ. Således kan CO,D overforas i AOB genom tZ1(D2, dår <ZX år 
den translation, som upphåver IZ, och ©2 den rotation i O, som upphåver (D. Definitionen 
innebår dårfor ingen motsågelse. Åro AXOB, och AOB likriktade och likaledes C^O^D^ och 
COfO likriktade, åro enligt sats 2 åven A,OBr och C,O,D, likriktade. Åro råta vinklarna 
AOB och COXD likriktade med rata vinkeln EO^D, åro de enligt sats 3 sinsemellan likriktade. 
Men detta gålier, åven om AOB och ('.OÅD åro olikriktade med EO2D. Ty i så fali åro vink
larna A^OB och CfOfD, dår AOB och AfDB åro sidovinklar samt CxOrD och CO,D likaledes 
sidovinklar, likriktade med EO^D, således sinsemellan likriktade. AOB kan då overforas i CO^D 
genom samma translation och rotation, som for AXOB i C^O^. Således:

Sats 5. Rata vinklar, som aro likriktade eller olikriktade med en och samma riita 
vinkel, aro likriktade.

En symmetri overfor enligt sats 4 en råt vinkel i en olikriktad råt vinkel. Två symmetrier 
kring råta linjer i samma plan overfora således enligt sats 5 en råt vinkel i en likriktad råt 
vinkel. I allmånhet gåiler dårfor foljande sats.

Sats 6. En kongruent avbildning, som avbildar ett plan i sig sjdlft och en punkt P 
utom detta plan i en punkt på samma sida om planet som P, kan antingen sammansåttas 
av ett jånmt antal symmetrier eller av elt udda antal symmetrier kring planets normalplan.

Ligga således råta linjerna a och b i samma plan som punkten P och år S den punkt, 
som av symmetrierna 21 och med a och b som symmetrilinjer bverfbres i punkten P, kan 213 
ersåttas av 211P, dår 211 år symmetrien kring stråckan SP:s mittpunktsnorinal och p symmetrien 
kring en råt linje genom punkten P. 2123 kan ju nåmligen ersåttas av 211 och en viss kongruent 
transformation med P till fixpunkt. Denna transformation måste kunna ersåttas av ett udda 
antal symmetrier kring råta linjer genom P, ty eljest skulle 2123 kunna ersåttas av ett udda an
tal symmetrier, vilket enligt sats 6 år uteslutet. Tre symmetrier och således ett udda antal symme
trier kring råta linjer genom samma punkt kunna ju ersåttas med en enda sådan. Således:

Sats 7. Två symmetrier kring normalplan till ett och samma plan kunna ersåttas 
av två dylika symmetrier, så att den sista symmetriens symmetriplan går genom en efter 
behag vald pttnkt.

Antag, att de tre rotationsaxlarna a, b, c åro så valda, att ej a och b ligga i ett och samma 
plan, att B år en efter behag vald punkt på b och C likaledes en efter behag vald punkt på 
c. Med d beteckna vi råta linjen BC. Rotationen kring b kan ersåttas av symmetrien kring 
ett visst plan Ib, som skår planet Ba i en råt linje l genom B, och symmetrien kring planet bd. 
Mellan dessa båda symmetrier kan man inskjuta symmetrien kring planet Id, utford två ganger. 
Resultatet av dessa år ju identiteten. Rotationen kring b kan således ersåttas av rotationer 
kring l och d i nu nåmnd ordning. Rotationerna kring d och c kunna ersåttas av en enda ro
tation kring en axel r genom C. De tre rotationerna kring a, b, c, utforda i nu nåmnd ord
ning, kunna således ersåttas av rotationerna kring a, l och r i nu nåmnd ordning, så att a 
och l ligga i samma plan och r går genom en godtyckligt vald punkt på c.

Rotationerna kring a och l kunna ersåttas av symmetrierna kring två plan a och l genom 
a och l respektive. Som andra symmetriplan i rotationen kring a och forstå symmetriplan i rota
tionen kring l vålja vi nåmligen planet al. Dessa båda symmetrier ge till resultat identiteten.

Från C lågga vi ett gemensamt normalplan b till a och l. Vi ha i sats 7 bevisat, att sym
metrierna kring a och l kunna ersåttas av symmetrierna kring två normalplan g och c till b, så 
att det sista går genom C. Mellan symmetrierna kring g och c inskjuta vi två symmetrier kring
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b. Dessa fyra symmetrier kunna ersåttas av två rotationer kring snittlinjerna av planet b med 
planen g och c. Den sista rotationen kan med rotationen kring r, som går genom C, samman- 
såttas till en enda rotation. Vi ha således bevisat:

Sats 8. Tre rotationer och således lutr många rotationer som helst kunna ersåttas 
av två rotationer.

År C den translation langs axeln AB, som for A i B, kan C tydligen ersåttas av två 
rotationer i 21c och 23 langs axlar, som åro i samma plan belågna normaler till AB. 2H:s axel 
går genom mittpunkten till stråckan AB; 23:5 axel går genom B. Ar nu X? en rotation kring 
en axel genom B, kan således IlD ersåttas av två rotationer. En rbrelse kan således alltid er
såttas av två rotationer, ty en rbrelse, som for A i B definerades i § 9 som Cl?.

Ijåt C vara den translation langs axeln AB, som for punkten A i punkten B, och SÅ den 
translation langs axeln BC, som for punkten B i punkten C. Med 1? beteckna vi en rotation 
kring en axel genom B, med Dj en rotation kring en axel genom C. Med C, beteckna vi 
den translation långs axeln AC, som for punkten A i punkten C, med 1?2 en rotation kring en 
axel genom C. Vi skola bevisa likheten Cl?^!?! = C21?2.

Vi ha bevisat, att CUCtl?, kan ersåttas med 2\,2v2 och C2U2 med 2v32i?4, om vi med 22,, 
2x2, 223, 22, beteckna rotationer. Av utredningen i § 9 framgår, att CDCiUj antingen kan er
såttas med C21?2 eller med C2D2S, dår 5 betyder en symmetri kring ett plan genom punkten 
C. Antaga vi nu, att CDCjl?! kan ersåttas av C,l?,5, galler 2xx2x2 = 2232?4S. Denna likhet 
innebår tydligen, att S kan ersåttas med två rotationer, S = 2?522(i. Låt P vara en punkt på 
225:9 rotationsaxel a, och antag, att den av 226 fores i punkten S. Som symmetriplan måste ir 
ha det plan, som i mittpunkten av stråckan PS år normalplan till råta linjen PS. Detta plan 
går genom 22(.:s rotationsaxel b. Vi veta, att 22,. kan ersåttas av 5tS, om vi med 5j beteckna 
symmetrien kring ett fullt beståmt plan genom b. Således gåiler 5 = 225S1!"', d. v. s. 5t = 2?6. 
Men den senare likheten år uppenbarligen orimlig. Vi ha sålunda bevisat likheten CPCil?! = 
Csl?2. Dårmed ha vi också bevisat:

Två efter varandra utforda roreiser kunna ersåttas med enda rbrelse.
Med OABC beteckna vi en trekant, i vilken de tre vinkelbenen OA, OB, OC med var

andra bilda råta vinklar. Trekanten OABC skiljer sig från OBAC endast genom kanternas ord- 
ningsfbljd. Vi infbra fbljande definition:

De råtvinkliga trekanterna OABC och O1A1BlCl åro likriktade, om den ena kan 
foras i den andra genom en rbrelse, exempelvis genom en translation langs OOV åtfbljd 
av en vridning. I annat fail åro de olikriktade.

Emedan två efter varandra utforda rbrelser kunna ersåttas av en enda rbrelse, gåiler: 
Två råtvinkliga trekanter, som antingen bdda åro likriktade eller båda olikriktade med 
en tredje råtvinklig trekant, åro likriktade. Hårav fbljer: En rbrelse kan alltid ersåttas 
med ett jåmnt antal symmetrier, varje annan kongruent avbildning med ett udda antal 
symmetrier. Påståendet i § 9, att en rbrelse kan ersåttas av två symmetrier, år ej riktigt, och 
har inkommit genom ett fbrbiseende.

Det år nu lått att uppstålla en definition på likriktade, ej råta vinklar i samma plan och 
på likriktade, ej råtvinkliga trekanter. I Enriques, Fragen der Elementargeometri åro likriktade 
vinklar definierade oberoende av kongruenslåran, således endast med hjålp av axiomen i grup- 
perna I och II. Den erforderliga utredningen år emellertid relativt lång. Av utrymmesskål 
åro i ifrågavarande arbete likriktade trekanter ej behandlade.

Det åi- ingalunda osannolikt, att min framstallning hår ovan kan fbrenklas. Jag har emel
lertid ej lyckats finna någon enklave metod.

Ur metodisk synpunkt år det naturligtvis båttre att med hjålp av axiomen i grupperna I och 
II definiera likriktade trekanter, dårefter definiera rbrelser som kongruenta avbildningar, i vilka 
trekanter motsvaras av likriktade trekanter och slutligen bevisa, att två rbrelser kunna samman- 
såttas till en enda rbrelse. Min metod for fortåre till målet och saknar sålunda ej existensbe- 
råttigande. Huruvida någon likartad framstållning fbrut publicerats, år mig obekant.
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REDOGORELSE
FOR

OSTERSUNDS HOGRE ALLMÅNNA LÅROVERKLÅSÅRET 1915-1915.
A. UNDERVISNINGEN.

1. Hostterminen bbrjaoe den 21 August! med prOvningar och slutade den 21 decem
ber. Vdrterminen, som tog sin borjan den 12 januari, kommer att avslutas den 6 juni.

Den egentliga undervisningen tog sin borjan hostterminen den 26 augusti kl. 12 och 
upphorde den 17 december kl. 2.3 5 e. m.; den borjade vårterminen den 13 januari kl. 12 
for att fortgå till och med den 2 juni.

Lov for hela låroverket har under hostterminen givits den 2 oktober, den 1 novem
ber och den 2 december; under vårterminen den 4 februari, den 8 mårs och den 13 maj.

2. Gemensam morgonbbn med sång och bibellåsning har forråttats varje lasdag kl. 
78/4—8 f. m. Den offentliga hogmåssogudstj ansten i stadens kyrka har bevistats av så 
stor del av skolungdomen, som utrymmet på de for densamma anvisade platserna med- 
givit, varfor lårjungarna haft obligatorisk kyrkogång ungefar var tredje sondag.

Undervisning i Uisdmnena ha varit forlagd till 8—10.35 f. m. och 12—2.35 e. m. 
alla dagar.

Dessutom har undervisning i låsamnena agt rum for 4 a och 5 b onsdag 5--6.30 
e. m. (laborationer), for 4 b torsdag 5—6.30 e. m., for 5 a tisdag 5—6.30 e. m. (labora
tioner), for kl. 6 måndag 5—6.30 e. m. (laborationer), for II ring onsdag 2.4 5—3.3 o e. m., 
tisdag 5—6.30 e. m. (laborationer), samt fredag 2.45 — 3.30 e. m., for III ring fredag 5— 6.30 
e. m. (laborationer), måndag, tisdag, onsdag och torsdag 2.45—3.30 e. m., for IV ring 
tisdag, onsdag och torsdag 2.4 5—3.30 e. m.

Ovningarna i sång och instrumentalspel hava agt rum måndag 4—7 e. m., tisda 
4.30—6.30 e. m., torsdag och fredag 4.30—7 e. m. och onsdag 4—6 e. m. samt lorda 
4—7 e. m.

Ovningar i vdlskrivning och de obligatoriska teckningsovningarna hava varit fbr- 
lagda till samma tider som undervisningen i lasåmnena.

Gymnastikovningarna hava forsiggått måndag, onsdag, fredag och lordag 9.5 o —10.3 5, 
f. m. och 11.20 — 11.50 f. m. varje låsdag; tisdag, torsdag, fredag och Ibrdag 12—12.45 
e. m. och måndag, onsdag, torsdag och Ibrpag 2.4 5—3.3 0 e. m.; vapenovningarna mån
dag och onsdag 12—12.45 och tisdag och fredag 2.45—3.so e. m.

Cf
O
 70
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3. Uppgift for hostterminen 1915 å antalet lårotimmar for lasamnena.

1 2 3 4 5 6 7

Avdelningar 
och linjer

N
arvarande lårjungar 

under hostterm
inen

Timmar AnmårkningarSkilda

Gemensamma for

1

Sum
m

a 
|

lårjungar från 
avdelningar 

å samma 
linje

lårjungar från 
avdelningar 

å olika linjer

la ...
1 b......
2 a...........
2 b...........
3 a...........
3 b...........
4 a...........
4 b...........
5 a...........
5 b...........
6 ............
IR...........
IL... .
HR...........
IIL...........

HIR...........
HIL. B.
HIL. A. .
IVR. ....

31
31
28
27
34
33
25
26
22
22
13
18
11
10
15
8
4
4
9
4
4

24 
24
26 
26
27
27 
291) 
29') 
292) 
292) 
31?) 
15 
15 
16") 

15
158)

7
15
5 
7

11 
1 

1 U 
1 

1 
1 II II 

i 
1 2c

—

13 
(i3)5)

14 
(i?)7) 

17 
(17)”) 
(17)”) 

16 
(16)n) 

(161u)

24 
24 
26
26 
27 
27
29 
29 
31
29
31
28 
15
30 
15 
32
14

7
31
15 
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1) Darav 1 t. friv. laborationer i fysik: 4 a o. 4 b (med 
47 deltagande) uppdolado i 2 laborationsavd. vardera; 
varje avdoln. har labororat 2 t. var annan vecka; 
bkar Uirarnes timtal med 2.

2) Dårav 1 t. friv. lab. i kemi: 5 a o. 5 b (med 41 delta- 
gamle)  i 2 lab. avd. varderti: bkar liirar- 
nes timtal mod 2.

uppdela.de

3) Med 5 a gemensamt i friv. franska (7 deltagande).
4) Darav 2 t. friv. franska (4 deltagande) och 1 t. friv. 

lab. i fysik (13 deltagtinde).
5) Gemcnsamt med 1 K i krist. 2 t.. mod. 3 t.. tyska 2 

t., hist. 3 t.: geogr. 2 t. o:ch biologi l t.
6) Dårav 1 t. friv. lab. i fysik 116 deltagande). Den ena 

ord. timmen i kemi anvHnd till laborationer.
7) Gemensamt med H R i krist. 2 t.. mod. 2 t.. tyska 

2 t., franska 4 L, hist. 3 t o. geogr. 1 t.
8) Dåraf 1 t. friv. lab. i fysik (8 deltagande). Den ena 

ord. timmen i kemi anviind till laborationer.
9) Med 111 R gemensamt i krifet. 2 t., mod. 3 t., tyska 

2 t., franska 4 t,„ hist. 3 jt.. filosofi 1 t. o. biologi 2 t.
10) Mvd III L. B. gemensamt i latin G t., eng. 1 t. oeh 

fysik 2 t. j
11) Med IV R gemensamt i j krist. 2 t.. mod. 3 t., tyska 

2 t., franska. 4 t., hist. 3 t.. filosofi 1 t. och biol. 1 t.
12) Med IV L, B. gemensam;t i latin 6 t., ongelska 2 t. 

och fysik 2 t.

IV L. B.
IVL. A. ...

Summa 379 416 21 60 497

uppdela.de
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4. Begagnade larobocker och genomgångna liirokurser i lasåmnen.

a) Larobocker m. m.

Kristendom, Bibeln (I—IV), svenska psalmboken (1—5).
NORLÉN och LUNDGREN, biblisk historia (1 — 3).
CORNÉLIUk, kyrkohistoria (1-IV).
LUTHERS lilla katekes med kort utveckling (J —IV).
NORBECK, teologi (II--IV).
LUNDIN, livsbilder ur kyrkans historia.

Modersmålet: REBRE, svensk språklara (1—3).
STURZEN-BEGKER, svensk råttskrivningslåra (I—2).
SUNDÉN, språklara i sammandrag (4—5).
LINDVALL, svensk låsebok for realskolan (1—3, 6).
LINDVALL, ovningar i satsanalys (2—5).
RUNEBERG, Fånrik Ståls sagner (3), Ålgskyttarne (4)-
TEGNÉR, Fritiofs saga (5).
SNOILSKY, svenska bilder (4).
SCHUCK-LUNDAHL, svensk låsebok for folkskolans hogre klasser 

I (4-5).
STEFFEN, svensk litteraturhistoria (I—IV).
HAMMERICH, danska och norska laseboken (II).
STEFFEN, isl. och fornsv. litteratur i urval (I).
STPFFEN, oversikt av sv. litt. (II—IV).
Arbeten av BELLMAN, KELLGREN, LENNGREN, ATTERBOM, 

STAGNELIUS, GEIJER, TEGNÉR, RUNEBERG, PALMÆR, ALM- 
QVIST, v. BRAUN* RYDBERG, IBSEN m. fl., overs, av Shak- 
speare, By ron m. 11.

Tyska: HJORT, Språklara (1—6, I—IV).
HJORT LINDHAGEN, Praktisk larobok i tyska språket (1—3).
RAAB, Reproduktionsovningar (1—6).
HJORTH, Bihang till Praktisk Larobok (2—3).
HJORTH och HEUMANN, tyska skrivovniegar och brev (o).
RODHE, tyska oversattningsovningar (I—IV).
SUDERMANN, Er au Sorge (II).
OHQUIST, Deutsche Prosa und Dichtung (4, 5, 6, 1, II).
FRENSSEN, Peter Moors Fahrt (III).
C. O. KOCH, tyska anekdoter och småberåttelser (3—4).
E. GRIP, Gustav Adolfs Page (IV).
FREYTAG, Aus den Kreuzzugen (III).

Engelska: AFZELIUS, engelsk språklara (IV).
ELFSTRAND, engelsk elementarbok (4).
JESPERSEN och RODHE, engelsk låsebok for realskolan (5, 6, I, II).
ELFSTRAND, kortfattad engelsk språklara (4—6, I L, II L).
ELFSTRAND, engelsk språklara (I R—III R).
CONAN DOYLE, Sherlock Holmes (III L).
COLLINS, Atter dark (II R).
ESCOTT, England, its people, polity and pursuits (IV).
GARDINER, Historical Biographies (IV L).
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BARRY PAIN, Eliza (III).
KROLLICK, Modern Travels and Explorations (IV R).
JACK LONDON, White Fting (III R).
THACKERAY, Sam. Titmarsh (IV R).
RODHE, oversattningsovningar (I—II).
CALWAGEN, engelska oversattningsovningar (I).

Franska: BODTKER & HOST, larobok i franska (5- 6, li- III).
EDSTROM, kortfattad fransk språklara (II—IV).
EDSTROM, Fransk lasebok (IV).
SANDE AU, La roche aux mouettes (III).
DAUDET, Le petit chose (IV).

Latin: TORNEBLAH-LINDROTH, (mindre) grammatik (I—IV).
PONTiiN, latinska forfattare (I—IV).

Grekiska: PETTERSSON, Grekisk lasebok (111).
SILLÉN-LOFSTEDT, grammatik (IV).
XENOPHON, Anabasis, utg. av Dalsjo (III—IV).
PLATONS Apologi und Kriton herausgegeben von Albert von

Bamberg (IV).
HOMERUS (V—VIII) utg. av Knos (IV).

Historia: ODHNER-WESTMAN, Faderneslandets historia for realskolan 
(1-6).

EKMARK, Historisk lasebok (2, 3, 4, o).
RYDFORS, Historisk lasebok (1).
0DHNER-H1LDEBRAND, Sveriges, Norges och Danmarks historia 

fOr skolans hogre klasser (II—IV).
ODHNER-HILDEBRAND, Forntidens och medeltidens svenska historia 

for gymnasiet (I).
BOÉTHIUS, Kulturir. oversikt av forntidens och medeltidens allmanna 

historia (I).
HOIJER, Sveriges nyaste historia jåmte grundlinjer till Sveriges stats- 

kunskap (6).
ESTLANDER, Historisk lasebok (2, 3, 4, 5, 6).
PALLIN-BOETHIUS, Allman historia (II—IV).
PALLIN-BOÉTHIUS, Allman historia for realskolan (3—6).
HOIJER, Svenskt samhalIsskick (IV).

Geografi: CARLSSON och CARLSSON-FAGERLUND, skolgeografi (1-6, 
I och II).

FEHR, geografiska skildringar (4, 5).
ANNA SANDSTROM, Natur och arbetsliv i svenska bygder I. (1—I).

Matematik: BERGS råknelara (1 —5).
JOSEPHSON, Larobok i geometri (I—II).
LINDMAN, Larobok i geometri (4—6, I).
HEDSTROM-RENDAHL, Trigonometri (IT- IV).
JOSEPHSON, Rymdgeometri (III—IV).
COLLIN, Analytisk geometri (III—IV).
COLLIN, Exempelsaml. till algebra (4—6, I—IV).
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Naturvetewskap: FORSELL, inledning till botaniken (3—6).
FORSELL-SKÅRMAN, larobok i botanik (I, III och IV).
ALMQVIST, zoologi (II-IV).
KROK & ALMQVIST, svensk flora (3—6).’
MOLL, larobok i fysik (I—IV); på latinlinien den forkortade upplagan.
HELLSTEN, Experimentell fysik och astronomi (4—6, I).
ABENIUS. larobok i oorganisk kemi (I—IV).
ABENIUS, kort lårokok i kemi (5, 6).
BOAS, larobok i zoologi (4, 5).
JOHANSSON & MAGNUSSON, Femte klassens kurs i geologi (5).
L. G. ANDERSSON, låran om djuren (1—3, 6).

Filosofisk propedevtik: SJOBERG & KLINGBERG, logik (III-IV).
„ „ antropologi (IV).

1) LÅROKURSER.

REHLSKOLHN.

Forstå klassen.

Kristendom 3 t. Forstå trosartikeln och tio Guds bud på grundval av valda berat- 
telser, foretrådevis ur gamla testamentet. Valda psalmverser och psalmer utantill. (Sundstrom).

Modersmålet 5 t. Innanlåsning. Ovningar att återgiva det låsta. Beråttande av 
sagor. Satslåra: den enkla satsen. Formlåra: de viktigaste ordklasserna. Rattskriv- 
ningsovningar på larorummet. (Danell i 1 a och Gyzander i 1 b).

Tyska 6 t. Hjorth och Lindhagen: Praktisk larobok: 22 stycken. Grammatik: Sub- 
stantivens och adjektivens vanliga bojningssått, rakneord, de viktigaste pronomina, in
dikativ av de temporala hjålpverben samt av de svaga verben i aktiv. Talovningar och 
andra tillåmpningsovningar. (Danell i 1 a och Gyzander i 1 b).

Matematik 4 t. De fyra råknesåtten i hela tal. Inledning till decimalbråk. Meter
systemets långdenheter, rymd-, vikt- och tidsenheter. (Dahlberg i 1 a och Wikstrbm i 1 b).

Naturlara 2 t. Om månniskan. Undersokning av levande våxter med tydliga blom- 
delar. (Fahlander).

Historia 2 t. Odhner-Westmans lårobok intill 1319. Låsning av Nordens guda- och 
hjåltesagor. (Rignell i 1 a och Gyzander i 1 b).

Geografi 2 t. Oversikt av vårldsdelarne och våridshaven. Upplysningar om jordens 
form och roreiser. Sveriges, Norges och Danmarks fysiska och politiska geografi. 
(Rignell i 1 a och Gyzander i 1 b).
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Andra klassen.

Kristendom 3 t. Bibliska beråttelser, hufvudsakl. N. T., jåmte lårdomar ur den kristna 
tros- och sedelåran med anslutning till andra trosartikeln och Herrens bon. Bibellåsning; 
psalmer (SundstrOm).

Modersmålet 5 t. Innanlasning. Grammatik (kurs enl. Rebbe) och satsanalys. Enkla 
reproduktionsovningar, i allmånhet muntliga, någon gång skriftliga. Framsågning av 
valda poetiska stycken. Atergivande av sagor och berdttelseri Rattskrivningsovningar. 
(Lindvall i 2 a och Pahlberg i 2 b).

Tyska 6 t. Hjorth och Lindhagen, st. 23—48, delvis utantill. Substantivens och 
adjektivens deklinationer och adjektivens komparation, rakneord, pronomina, det viktigaste 
av verbalboiningar. Talovningar och andra tillampningsovningar. (Lindvall i 2 a och 
Pahlberg i 2 b).

Historia 3 t. Faderneslandets historia från och med 1319 till storhetstiden. Beriit- 
telser ur Greklands och Roms saga och historia. (Ljungstedt).

Geografi 2 t. Europas fysiska och politiska geografi fortsatt till Frankrike. (Ljungstedt).

Matematik 5 t. De fyra råknesatten i bråk med tillåmpning på sorter. Huvudråk- 
ning. (Wikstrom i 2 a och Henriksson i 2 b).

Naturldra 2 t. Kortfattad oversikt av dåggdjuren; fåglar påborjade. Det allmånnaste 
av laran om de hogre våxternas yttre organ, inhamtat fornåmligast genom undersokning 
av levande våxter; våxters insamling och preparering. Exkursioner. (Fahlandeij.

Tredje klassen.

Kristendom 3 t. Bibliska beråttelser ur evangelierna repeteradel samt apostlagarnin- 
garna jåmte lårdomar ur den kristna tros- och sedelåran i anslutning till tredje tros
artikeln samt instiftelseorden till dopet och natt varden, psalmer. (SundstrOm).

Modersmålet 6 t. Innanlasning med forklaring och redogorelse for det låsta. Fanrik 
Ståls sagner. Formlåran och det viktigaste av sats- och interpunktionslåran, satsanalys 
och satsbildningsovningar. Råttstavningslåran, råttskrivning efter diktamen varje vecka, 
interpunktionsovningar. Framsågning av valda poetiska stycken. UppsatsOvningar på 
lårorummet under lårarens ledning. (Gyzander i 3 a och Pahlberg i 3 b).

Tyska 6 t. Hjorth och Lindhagen, Praktisk lårobok avslutad, delvis utantill. Koch, 
fyska anekdoter, omkring 15 sidor. Formlåran utfOrligare genomgången och repeterad. 
Behovliga delar av syntaxen muntligt meddelade. Talovningar. (Gyzander i 3 a och 
Pahlberg i 3 b).

Historia 3 t. Skandinaviens historia 1611 —1718. Allmånna historien: forntiden. 
(Eklund).

Geografi 2 t. Europas fysiska och politiska geografi avslutad och repeterad. (Eklund).
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Matematik 5 t. Aritmetik: bråk, sorter, regula de tri och procent- och rånterakning; 
huvudrakning; geometriska rilkningar och åskådningsOvningar. (Dahlberg i 3 a och 
Henriksson i 3 b).

Nahirlara 2 t. Zoologi: 
yttre organ, sexualsystemet,

fåglar, kråldjur, groddjur och fiskar. Botanik: frOvåxternas 
undersOkning av levande våxter. Exkursioner (Fahlander).

Fjårde klassen.

Kristendom 2 t. Israels historia, meddelad under låsning av valda delar av gamla 
testamentets skrifter. Belysande underrattelser ur den allm. religionshistorien. Oversikt- 
lig framstallning av innehållet i det forstå hufvudstycket och de två fOrsta trosartiklarne. 
Psalmer. (Sundstrøm i 4 a och Hagglund i 4 b).

Modersmålet 4 t. Schtick och Lundahls låsebok. Ålgskyttarna, Svenska bilder. 
Forklaring och redogorelse av det liista jåmte nodiga upplysningar ur verslåran. Fram- 
sågning av inlarda stycken i bunden form. Satsanalys, interpunktions- och rattskrivnings- 
prov. Var tredje vecka en reproduktion eller en uppsats over låttare amnen efter 
lårarnes anvisning med avseende på behandlingen, utford an i hemmet, an på lårorum- 
met. (Danell i 4 a och Dahlberg i 4 b).

Tyska 4 t. Oversåttning av ungefår 50 sidor i Ohquists låsebok. Talovningar. 
Repetition av formlaran. Syntax i anslutning till textlasningen. Var tredje vecka en 
reproduktionsOvning eller skriftlig Oversåttning till tyska, utford ån i hemmet, an på låro- 
rummet. (Danell i 4 a och Dahlberg i 4 b).

Engelska 5 t. Det allmånnaste av formlaran. Elfstrands elementarbok. Skrivning 
på larorummet. Enklare talovningar. (Allander i 4 a och Borgman i 4 b).

Historia 3 t. Fåderneslandets historia 1718—1809. Allmanna historien: medeltiden 
och tiden 1500 -1648. (Danell i 4 a och Eklund i 4 b).

Geografi 2 t. Asiens och Afrikas fysiska och politiska geografi. (Sundstrom i 4 a, 
Eklund i 4 b).

Matematik 5 t. Geometri: Propp. 1—34 i Euklides forstå bok jåmte några enkla prob
lem; tredje boken påbOrjad. Aritmetik: Foregående klassers aritmetiska kurser repeterade 
och utvidgade; sifferekvationer av forstå graden jåmte låttare problem. (Persson i 4 a, 
Dahlberg i 4 b).

Nalurldra 3 t. Botanik: undersOkning av levande våxter. Några våxtfamiljer. Ex
kursioner. Zoologi: ryggradslOsa djur. (Fahlander). Fysisk: kropparnes egenskaper i 
olika aggregationstillstånd. Det allmånnaste av vårmelåran. Frivilliga laborationsOvningar. 
(Henriksson i 4 a, WikstrOm i 4 b).

Femte klassen.

Kristendom 2 t. Det viktigaste av den kristna tros- och sedelåran enligt bibeln och 
Luthers katekes: tredje artikeln, tredje, fjårde och femte huvudstyckena. Jesu liv och 
verksamhet huvudsakligen enligt Lucas evangelium. En Overblick av nya testamentets 
skrifter. Valda psalmer med anslutning till kyrkoåret. (Sundstrom i 5 a, Hagglund i 5 b).
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Modersmålet 3 t. Formlaran och den allmiinna satslåran repeterade. Råttstavnings 
och interpunktionsprov samt satsanalys. Låsning av Tegner, Fritiofs saga, Schtick-Lun- 
dahl Svensk lasebok IL Upplysningar ur verslåran. Dispositionsovningar. Framsagning 
av inlarda stycken i bunden form. Var tredje vecka en uppsats. (Allander i 5 a, Ek
lund i 5 b).

Tyska 4 t. Ohquists lasebok omkring 60 sidor. Delar av syntaxen genomgångna. 
Formlaran repeterad. Muntliga och skriftliga ovningar. Var tredje vecka en oversatt- 
ning eller en reproduktionsovning. (Allander i 5 a, Lindvall i 5 b.)

Engelska 5 t. Jespersen-Rodhe, 96 sid. Formlaran och behovliga delar av syntaxen 
i anslutning till texten. Muntliga och skriftliga ovningar. Talovningar. (Allander i o a, 
Lindvall i 5 b).

Franska (frivilligt) 2 t. Bodtker och Host, Larobok i Franska, sid. 1-12, 19—22. 
(Borgman).

Historia 3 t. Fadern eslandets historia från 1809 till narvarande tid. Repetition av 
formtidens och medeltidens historia. Allmanna historien: nyare tiden från 1648. (Eklund 
i 5 b, Ljungstedt i 5 a).

Geografi 2 t. De fråmmande varldsdelarnas fysiska och politiska geografi avslutad 
och repeterad. (Eklund i 5 b, Ljungstedt i 5 a).

Matematik 4 t. Geometri: cirklar och månghorningar, planimetriska rakneuppgifter 
i samband med ytsatserna. Aritmetik och algebra: brak, ekvationer av forstå graden 
med en obekant jarnte problem. (Wikstrom i 5 a, Henriksson i 5 b).

Nalurldra 5 t. Zoologi: repetition. Botanik: levande viixter examinerade på låro- 
rummet. Exkursioner. Viktigare våxtfamiljer. De viktigaste kulturvaxterna. Typer for 
kryptogamerna. (Fahlander). Kemi, geologi: de viktigaste foreteelserna. Frivilliga la- 
borationsovningar. Geologisk exkursion. (Romanus). Fysik: magnetism och elektricitet. 
(Wikstrom i 5 a, Henriksson i 5 b).

Sjatte klassen.

Kristendom 2 t. Bilder ur kyrkans historia, det viktigaste rorande kyrkans utbred- 
ning, forfattning, kult och lara. Bibellåsning: valda stycken. (Hagglund).

Modersmålet 3 t. Låsning i Lindvalls lasebok for realskolans 6:te kl. och valda 
skrifter av Geijer, Tegner, Rydberg, Selma Lagerlof. Referat. Deklamation. Foredrag. 
Dispositionsovningar. Ovningar i att uppsatta enklare skrivelser av praktisk art. Var 
tredje vecka en uppsats omvåxlande i hemmet och på lårorummet. (Sundstrom).

Tyska 3 t. Ohquists lasebok. Grammatik. Øvning i låsning av tysk stil ur Kolbs 
Lesebuch. Talovningar och andra tillåmpningsovningar. Var tredje vecka en skriftlig 
reproduktionsovning eller oversåttning. (Borgman).

Engelska 4 t. Jespersen-Rodhes lasebok avslutad. Oversikt av syntaxen. Talovnin
gar och andra tillåmpningsovningar. Varannan vecka en skriftlig reproduktionsovning 
eller oversåttning. (Pahlberg).
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Franskci (frivilligt) 2 t. Bodtker & Host sid. 32—68. (Dahlberg)

Historia 4 t. Huvuddragen av Sveriges statsforfattning samt av dess centrala och 
kommunala forvalting. Faderneslandets historia: repetition av nyare tiden. Allman 
historia: repetition av nyare tiden med sarskild vikt lagd på tiden efter 1815. (Ljung
stedt).

Geografi 2 t. Oversikt av den allmånna geografien. De viktigaste kulturlåndernas 
och fOretrådesvis Sveriges geografi. (Danell).

Matematik 5 t. Aritmetik och algebra: ekvationer av forstå, graden med en och 
flera obekanta jamte talrika problem, mest håmtade från affårslivet. Begreppen irratio- 
nellt tal och kvadratrot. Øvning i enkel bokforing. Geometri: repetition av foregående 
klassers kurser. Likformig avbildning. Ovningssatser. Planimetriska och stereometriska 
beråkningsuppgifter. Uppritning av enkla diagram. (Fahlander).

Biologi 2 t. Låran om månniskokroppen och i sammanhag dårmed det viktigaste 
av hålsolåran; de rusgi vande amnenas och tobakens natur och verkningar; bakteriernas 
betydelse och verkningar. Huvuddragen av laran om våxternas levnadsforhållanden, 
livsforeteelser och inre byggnad. (Fahlander).

Fysik 2 t. Statik. Meteorologi. Optik och akustik samt en kort kurs i astronomi. 
Laborationer. Observationer. (Nordstrom).

Kemi 1 t. Några viktiga kapitel ur org. och tillåmpad kemi. Torrdestillation och 
forbranning. (Wikstrom).

GYMNASIUM.
l:a ringen. 

Latinlinjen.
Kristendom 2 t. Gamla tidens och medeltidens kyrkohistoria. Bibellæsning: Apost 

1 ag årn i ngarna. (Hågglund).

Modersmålet 3 t. Låsning i Steffen, Isl. och fornsv. litteratur med anslutning till 
Steffens litteraturhistoria: forntiden och medeltiden. Låsning av valda skrifter av Ryd- 
berg, Heidenstam m. 11. Deklamation och foredrag. Dispositionsovningar. Var tredje 
vecka en uppsats, omvåxlande i hemmet och lårorummet. (Ljungstedt).

Tyska 2 t. Grammatik §§ 50—81. Ohquists låsebok avslutad. Oversattningsovningar 
till tyska. Ett tema eller en reproduktionsovning var tredje vecka. (Lindvall).

Engelska 2 t. Grammatik. Av syntaxen verbet, adjektivet och ordfoljden. Je- 
persen-Rodhe 60 sidor. Tillåmpningsovningar. (Allander).

Latin 6 t. Sid. 3—31 i Fontens låsebok, Sid. 86 — 90 i Fontén II (prosa). Formlåran 
samt behovliga delar av syntaxen. (Rignell).

Historia 3 t. Kulturhistorisk oversikt av forntidens och medeltidens svenska historia 
samt kulturhistorisk oversikt av forntidens och medeltidens allmånna historia. (Fira).
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Geografi 2 t. Oversikt av den allmanna geografien; Rysslandsi Tyska rikets, Stor- 
brittaniens, Frankrikes och Osterrike — Ungerns geografi. (Eklund).

Matematik 5 t. Algebra: repetition och utvidgning av det forut genomgångna. Ut- 
dragning av kvadratrotter ur siffertal och polynomer. Ekvationer av forstå graden med 
en och liera obekanta jåmte problem. Geometri: losning av planimetriska och rent geo 
metriska uppgifter. Lindmans larobok repeterad. Var tredje vecka en uppsats, varav 
tre på larorummet. (Henriksson).

Biologi 1 t. Fanerogamernas viktigaste organ, med hansyn till bl. a. viktigare våxt- 
familjer; de viktigaste svenska våxtsamhallena; exkursioner. (Romanus).

Fysik 2 t. Mekanikens viktigaste tenornen. Det allmannaste om solsystemet och 
himlakropparna i ovrigt, observationer. (Henriksson).

Reallinjen.
Kristendom 2 t. Lika med I ring L. (Hågglund).

Modersmålet 3 t. Lika med I ring L. (Ljungstedt).

Jyska 2 t. Lika med 1 ring L. (Lindvall).

Engelska 3 t. Av syntaxen adjektivet, verbet och ordfOljden. Jespersen-Rodhe av- 
slutad (omkr. 65 sid). Oversåttningsovningar. Ett tema eller en reproduktionsOvning 
var tredje vecka. (Allander).

Historia 3 t. Lika med I ring L. (Pira).

Geografi 2 t. Lika med 1 ring L. (Eklund).

Matematik 7 t. Lika med I. ring L. Dessutom utforligare teori for råkning med 
kvadratrotter. Sambandet mellan rotter och koeff. i en 2 grads ekv. samt losning av 
enkla ekvationssystem av 2 graden med flera obekanta. De tvåi forstå kapitlen av 
Josephsons plan geometri. (Nordstrom).

Biologi 1 t. Lika med 1 ring L. (Romanus).

Fysik 3 t. Mekanikens viktigaste fenomen. Det allmånnaste om solsystemet och 
himlakropparna i ovrigt. (Liseli).

Kemi 2 t. Metalloiderna till kol. (WikstrOm).

2:a ringen.
Latinlinjen.

Kristendom 2 t. Reformationstidevarvets kyrkohistoria. Norbecks teologi: kap. 1—5. 
Hibellåsning: Romarebrevet och Galaterbrevet. (Hågglund).

Modersmdlet 2 t. Låsning av Steffen, Oversikt av Sv. Litt. I, med anslutning till 
Steffens litteraturhistoria från 1526—1763. Dansk och norsk litteratur. Deklamation. 
Dispositionsovningar. Var tredje vecka en uppsats omvaxlande på larorummet och i 
hemmet. (Pira).



Tyska 2 t. Ohquists låsebok avslutad. Frau Sorge, 68 sid. Var tredje vecka en 
oversattning eller en reproduktionsovning, daraf fyra på lårorummet. Grammatiken av
slutad. Oversåttningsovningar till tyska. Talovningar. (Borgman).

Engelska 2 t. Syntaxen avslutad. Tillåmpningsovningar. Jespersen-Rodhe avslutad. 
The Alhambra påborjad. (Munchmeyer).

Franska 4 t. Bodtger & Host del I 80 sidor. (Munchmeyer).

Latin 6 t. Pontén, lat. forf. 11 (prosa) s. 3—4, 22—31, 55—69, 90—93. Pontén, lat. 
forf. I (prosa) s. 92 —102, 104—107, (omkring 400 v). Grammatik: syntax: till koncessiva 
satser. Repetition av formlaran. Ett tema var fjårde vecka, dårav 4 på lårorummet. 
(Lindblom).

Historia 3 t. Nyare tidens historia från 1500—1715. Nordens historia från 1520 till 
1818. (Pira).

Geografi 1 t. Sveriges, Italiens, Fbrenta Staternas, Kinas och Japans geometri. 
(Henriksson).

Matematik 4 t. Låran om kvadratrotter avslutad. Ekvationer av andra och hogre 
grad med en och flera obekanta jåmte problem. Likformighetslåran. Ovningssatser. 
Valda delar av planimetrin med problem. En uppsats var tredje vecka omvåxlande i 
hemmet och på lårorummet. (WikstrOm).

Biologi 2 t. Några for biologien viktiga kapitel ur org. kemin. Nånniskans anatomi 
och fysiologi. Hålsolåra. Något om mikroorganismerna. Jåmforande framstållning av 
djurens organsystem och embryologi påborjad. (Romanus).

Fysik 1 t. Vårmelåra. (Wikstrom).

Reallinjen.
Kristendom 3 t. Lika med II ring L. (Hågglund).

Modersmålet 2 t. Lika med IT ring L. (Pira)

Tyska 2 t. Lika med II ring L. (Borgman).

Franska 4 t. Lika med IT ring L. (Munchmeyer).

Engelska 3 t. Syntaxen avslutad. Jespersen-Rodhe avslutad. The Alhambra 35 s • 
Muntliga och skriftliga ovningar. Var tredje vecka ett tema, dårav 4 på lårorummet. 
(Munchmeyer).

Historia 3 t. Lika med TI ring L. (Pira).

Geografi 1 t. Lika med II ring L. (Henriksson).

Matematik 6 t. Ekvationer av andra och hogre grad med en och flera obekanta 
jåmte tillampningar på planimetrien. Anvåndning av råtvinkliga koordinater for studium 
av enkla funktioner. Likformighetslåran avslutad; sammanfattande kurs i planimetri. 
Tiigonometriska beråkningar rorande plana figurer. Rotter, potenser och logaritmer. 
En uppsats var tredje vecka, hvarav fem på lårorummet. (Persson).
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Biologi 2 t. Mtlnniskans anatomi och fysiologi. Halsolåra. bjlågot om mikroorga- 
nismerna. JåmfOrande framstallning av djurrikets organografi och émbryologi påborjad. 
(Romanus).

Fysik 2 t. Vårmelåra med meteorologi. Friv. laborationsovn. (Liseil).

Kemi 2 t. Metalloiderna och de låtta metallerna. Laborationsoiningar. (Romanus).

3:e ringen. 
Latinlinjen.

Kristendom 2 t. Nyare tidens kyrkohistoria. Norbecks teologi: kap. 7—11. Profet- 
ismen, oversikt av ]esu liv och verksamhet. Bibellæsning: valda stycken. (Hiigglund).

Modersmålet 3 t. Låsning i Steffen: oversikt av Sv. Litter. 11 o. III med anslutning 
till Steffens litteraturhistoria från 1763—1820. Dansk och norsk litteratur. Øvning i 
muntlig framstallning: referat, foredrag, deklamation. Dispositionsovningar. Var fjårde 
vecka en uppsats. (Pira).

'lyska 2 t. Peter Moors Fahrt. Aus den Kreuzzugen. Kursiv låsning. Grammatik: 
syntaxen, repeterad. Skriftliga ovningar. Talovningar. En uppsats eller Oversiittnings- 
ovning var fjårde vecka. (Borgman).

Engelska 2 t. Sherlock Holmes avslutad (50 sid.). Eliza 40 sid. Kursiv låsning. 
Skriftliga ovningar. Talovningar. (Allander).

Franska 4 t. Formlåran fullståndigt genomgången. Bodtger K Host avslutad. 
Sandeau, La roche aux mouettes. (omkr. 60 sid). Oversattningsovningar. (Mtinchmeyer).

Lalin 6 t. Cæsar 10 sid. (forts, av forrå årets låsning): Pontén, lat. forf. II (prosa) 
sid. 3—30, I (poesi) omkring 500 verser. Kursiv låsning. Syntaxen repeterad. Ett tema 
varannan vecka, dårav 6 på lårorummet. (Rignell).

Grekiska 7 t. Grekisk låsebok av A. Petersson st. 1—10, med skrivning av de 
svenska styckena. Xenophons Anabasis 1 boken. Grammatik: Lofstedt-Sillén, formlåran, 
ett och tinnat av syntaxen i anslutning till texten. (Lindblom).

Historia 3 t. Nyare tidens historia från 1715 till 1848. Nordens historia från 1718 
till 1844. (Pira).

Matematik 4 t. Ekvationssystem av hogre gradtal. Potenser och logaritmer. PJa- 
nimetri. Trigonometri. Kurvkonstruktioner. Var tredje vecka en uppsats, varav fem på 
lårorummet. (Liseil).

Fysik 2 t. Elektricitetslåran. (Persson).

Filosofisk propedevtik 1 t. Logik. (Pira).

Biologi 2 t. Jamforande framstallning av djurens organografi och embryologi. De 
kryptogama vaxterna. (Romanus).
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Reallinjen.
Kristendom 2 t. Lika med III ring L. (Hågglund).

Modersmdlet 3 t. Lika med 111 ring L. (Pira).

Tyska 2 t. Lika med ITT ring L. (Borgman).

Franska 4 t. Lika med ITT ring L. (Miinchmeyer).

Engelska 2 t. Pain: Eliza; Jack London: White Eang. Var fjårde vecka ett tema, 
darav tre på larorummet. Muntiiga och skriftliga ovningar. (Lindvall.)

Historia 3 t. Lika med III ring L. (Pira).

Matematik 6 t. Trigonometri. Stereometri. Aritmetiska och geometriska serier. 
Sammansatt .lånta. Några enkla funktioner och konstruktion av deras kurvor. Analytisk 
geometri om rata linjer och cirkeln. Var tredje vecka en uppsats, varav 4 på låro- 
rummet. (Nordstrom).

Fysik 4 t. Magnetismen: elektricitetslåra; akustik; optiken påborjad. En gång varje 
månad fysikalisk uppsats, darav 3 på larorummet. Friv. laborationsovningar. (Liseli).

Kemi 2 t. ’ De tunga metallerna. Laborationsovnmgar. (Romanus).

Filosofisk propedevtik 1 t. Lika med III ring L. (Pira).

Biologi 2 t. Lika med III rind L. (Romanus).

4:e ringen. 
Latinlinjen.

Kristendom 2 t. Allmån repetition av det forut genomgångna. (Hiigglund).

Modersmdlet 3 t. Låsning i Steffen: Oversikt av Sv. Litt. III, IV, V med anslutning 
till Steffens litteraturhistoria samt valda stycken av Atterbom, Geijer, Tegner, Almqvist, 
v. Braun, Rydberg, Strindberg m. H. Ovning i muntlig framstållning: referat, deklama
tion, foredrag. Dispositionsbvningar. Var fjårde vecka en utforligare uppsats, darav tre 
på larorummet. (Ljungstedt).

Tyska 2 t. Gustav Adolvs Page. Kursiv låsning. En uppsats eller ett tema var 
fjårde vecka. Grammatiken delvis repeterad. (Munchmeyer).

Engelska 2 t. Historical Biographies Escott, England. Kursivlåsning. Muntiiga 
och skriftliga ovningar. (Borgman).

Franska 4 t. Explikation: La roche aux mouettes avslutad, delvis kursivt. Edstrom, 
fransk lilsebok I. Le petit chose. Grammatiken repeterad. Kursiv låsning. (Miinchmeyer).

Latin 6 t. Pontén (prosa): sid. 35—76, valda sånger av Horatius, efter Pontén, 
jåmte repetition. Kursiv låsning av Livius och Justinus. Ett tema varannan vecka; 
dårav 5 på larorummet. (Rignell).
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Grekiska 7 t. Xenophons. Anabasis (Dalsjo) II boken: Platons dialog Kriton; Homers 
Odyssé, VI boken. Grammatik: Formlaran repeterad; det viktigaste av syntaxen. 
(Lindblom).

Historia 3 t. Nyare tidens allmånna historia från 1815, Nordens historia från 1844. 
Allmån repetition. Det viktigaste av Sveriges m. (1. kinders statskunskap. (Pira).

Matematik 5 t. Serier och rånteråkning. Stereometri. Maxima och minima. Prob
lemlosning och repetition. Var tredje vecka en matematisk uppsats, diirav fyra på låro- 
rummet. (Nordstrøm).

Fysik 2 t. Akustik och optik. Allman repetiton. (Persson).

Filosofisk propedevtik 1 t. Psykologi och logik. (Pira).

Biologi B-linjen 1 t. Våxtfysiologi och våxtanatomi. Sammahfattande repetition. 
(Romanus).

Reallinjen.

Kristendom 2 t. Lika med IV ring L. (Hiigglund).

Modersmålet 3 t, Lika med IV ring L. (Ljungstedt).

Tyska 2 t. Lika med IV ring L. (Mtinchmeyer).

Engelska 4 t. Sam. Titmarch avslutad, Travels and Explorations Escott, England. 
Grammatik, tillampningsovningar. Var fjårde vecka ett tema, dårav tre på lårorummet. 
Muntliga ovningar. (Borgman).

Franska 4 t. Lika med IV ring L. (Mtinchmeyer).

Historia 3 t. Lika med IV ring L. (Pira).

Matematik 6 t. Anal, geometri: om råt linje, cirkel, ellips, hyperbel och parabel. 
Sammansatt ranta. Funktionslara och kurvkonstruktioner. Repetition och problemlos
ning. Ett tema var tredje vecka, dårav fyra på lårorummet. (Persson).

Biologi 1 t. Lika med IV ring L. (Romanus).

Fysik 3 t. Optik. Dynamik. Sammanfattande repetition. En uppsats var fjårde 
vecka, dårav två på lårorummet. (Liseli).

Kemi 2 t. Repetition av hela kursen i kemi. Mineralogi och bergartslara. (Romanus).

Filosofisk propedevtik 1 t. Lika med IV ring L. (Pira).
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5. Valskrivning.

Undervisningstid i klassen 1 a 2 timmar och i 1 b 2 timmar, i 2 a 2 timmar och i 
2 b 2 timmar, Sal timme i veckan.

Vid undervisningen har i klasserna 1 och 2 anvants Filip Holmqvists skrivkurser. 
I klass 3 har skrivits i enkellinierade skrivbocker, dårjåmte ha de mera forsigkomna lar- 
jungarne i denna klass skrivit rundskrift.

6. Teckning.

Uppgift å ovningstider och antalet ovningstimmar for sarskilda avdelningar.

Linje, klass och 
avdelningar

Dag och timme
Summa 
timmar

Måndag Tisdag Onsdag Torsdag Fredag Lordag

Realskolan.
1 a _ 8—8.4 5 _ _ — 1
1 b _ 12—12.4 5 _ _ — 1
2 a 12.55-1.40 - _ — 1
2 b . _ — 8—8'4 5 — 1
3 a — _ 8-8.45 — 12—12.45 — 2
3 b 12-12.4 6 _ - — 8.55-9.40 2
4 a _ _ _ 12.55-1.40 — 12-12.45 2
4 b — — 8.55-9.40 8—8.4 5 — 2
5 a 1.60 2.35 _ — — — 1.50-2.35 2
5 b _ 1.50-2.35 8.5 5-9.4 0 — 2
6 _ — 1.50-2.35 — — 8 — 8.45 2

Gymnasium.
1 ring real | 8.5 5-9.4 0 _ _ _ _ 12.55-1.4 0 2
I „ latin)

II „ latin) _ 2.45-3.30 1.50-2.35 — — 2
Il „ real |

III „ latin) 2.45-3.30 8.5 5-9.4 0 — — — — 2
111 „ real |
IV „ latin) 8—8.4 o _ _ — .— 9.50-10.35 2
IV „ real |
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Genomkomna kurser och anvånda undervisningsmedel inom 
de olika avdelningarna.

Frihandsteckning:
Klassen 1. Ovning av ritta och buktiga linjers tecknande på fritt papper dels efter enkla

foremål, dels efter forteckning å krittavlan, hemuppgifter såsom tillampnin- 
gar. Minnesteckning.

„ 2. Teckning och fårglåggning av vaxtblad och enkla foremål. Penselteckning.
Hemuppgifter. Minnesteckninv.

„ 3. Konturteckning och fårglåggning av enkla foremål och vaxtblad. Teckning
efter uppstoppade fåglar, fjårilar. Hemuppgifter. Minnesteckning. Kompo
sition av enkla monster.

„ 4. Konturteckning efter naturforemål och levande våxter i enkel fårglåggning.
Teckning av fåglar. Minnesteckning. Komposition av enkla monster.

„ 5. Fortsåttning av foregående jamte perspektivisk teckning och skuggning av
klots och foremål. Teckning efter uppstoppade fåglar. Minnesteckning.

„ 6. och I ring. Klots och andra fOremål i fritt perspektiv, skuggning. Något
akvarellmålning. Pennteckning i tusch (jåmte lavering i klass 6).

„ II ring. Teckning i perspektiv och skuggning av vaser och andra fbremål samt 
gipsornament i olika stilarter. Lavering. Minnesteckningar. Akvarellmålning.

„ HI och IV. Teckning och skuggning med krita efter foremål, svårare gipser 
och ligurdelar, ovningar i fårg med krita samt akvarell.

Dessutom hava av mera forsigkomna utforts ovningar i pastell och akvarell efter 
levande vaxter, frukter, fåglar o. d.

Linjarritning efter P. Henriques lårobok.
Klassen 4. geometriska konstruktionsovningar.

„ 5. Geometriska konstruktionsovningar, forstå grunderna av projektionslåran:
t. o. m. plana kroppars utbredning. Kroki-ritning.

I ring Projektioner av solida kroppar, deras skårningar och utbredningar till 
och med pi. XII.
Projektionslårans grunder. Linjers verkliga storlek. Ytutbredning av
plansidiga foremål. Kroki-ritning. Materialbe teckning.

II „ Fortsåttning av foregående jåmte uppmatning och ritning av verktyg,, 
maskindelar o. dyl.

III „ Skuggkonstruktioner.
IV „ Avslutat indirekta perspektiven. Flera Iårjungar hava ritat direkt perspektiv.

7. Sång och instrumentalmusik.
a) Sång och musikens teori (5 timmar i veckan).

Sångavdeluingariia hava varit tre. De hava haft ovningar foljande dagar, nåmligen 
sångklassen 1 onsdagar 5—6 e. m., II torsdagar 4.30—5.30 e.m.,IH tisdagar 4.30—5.30 och 
fredagar 4.30—5.ao e. m. ' Oberoende av indelningen i sångklasser hava larjungarne i de 
fem lagsta klasserna gemensamt ovats i koralsång måndagar 5—6 e. m.

Inom de sårskilda sångavdelningarna hava kurser och ovningar varit foljande, nåmligen:: 
inom I och II skalor, tontraffning, unison- och koralsång samt musikens teori;
III musikens teori, tontraffning, en- och tvåstammiga sånger samt kvartettsång, var

vid huvudsakligen Nya normalsångboken och Svenska Skolkvartetten begagnats.
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b) Instrumentalmusik (10 timmar i veckan).

Ovningstider måndagar 4—5 och 6—7 e. m., tisdagar 5.3o—6.s o e.m., onsdagar 4—5 
e. m., torsdagar 5.30—7 e. m., fredagar 5.30—7 e. m. och lordagar 4—7 e. m.

Undervisningsmateriel: L. HENNES pianoskola, Violinkvartetter och trio- samt solo 
for violin, HENNINGS violinskola samt MICAHAELIS Contrabasskola, KAYYERS etuder 
m. m. samt for orgel Lunds preludier och orgelskola av LindstrOm.

9. Gymnastiska ooh militSra ovningar.

a) Gymnastik och vapenovningar 1915.

l:o. I gymnastik- och faltovningarna hava deltagit.

I gymnastikovningarna
under vårterminen 271 larjungar i realskolan och 102 i ringarne samt under hostterminen 
285 larjungar i realskolan och 82 i ringarne.

1 faltovningarna
under vårterminen 71 och under hostterminen 71 larjungar i I—III ringarne.

Lårjungarna hava under året varit . indelade i fyra gymnastikavdelningar och två 
faltavdelningar. Fordelningen på gymnastikavdelningarna har varit beroende aV indel- 
ningen i låsklasser. Klasserna 1—6 hava fordelats på de tre lagsta och ringarne på den 
hogsta avdelningen. Grunden for lårjungarnes indelning på de enligt ovan namnda for- 
delning sammansatta gymnastikavdelningarna har varit ålder, kroppsutveckling, hålsotill- 
stånd, anlag och fårdigbet.

De olika gymnastikavdelningarna hava varit indelade i rotar efter sist namnda indel- 
ningsgrund. Avdelningarna hava under båda terminerna bestått av 4 å 6 rotar. Lår- 
jungarne i I ringen hava bildat I fåltavdelningen och II—III ringen II fåltavdelningen.

Lårjungeantalet i gymnastikavdelningarna har varit:
Den 1 Febr. 1915.

i I avd. .. .................................... 62
i II „ . . ...................................................... 102
i III „ .......................................................................... 105
i IV „ ................................................ .......................... 104

Hela antalet 373

Den 15 sept. 1915.

i I avd. ...................................................................... 81
i II „   100
i III „   104
i IV „    82

Hela antalet 36/
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Nedanstående tabeil visar antalet larjungar, som icke deltagit i gymnastik och fakt 
ning, avensom antalet av dem, vilka på grund av svagare kroppsutveckling och halso 
tillstånd erhållit sårskilda for dem avpassade ovningar jåmte orsakerna till befrielsen 
eller hånvisningen till sarskild avdelning.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Termin och 
klasser

S j u k d o m a r

A
ndra orsaker

| 
Sum

m
a

H
ela antalet nårvarande 

lårjungar

I syn- och horsel- 
organen

I nervsystem
et

I cirkulations- 
organen

I andedrakts- 
organen 

|

I niatsm
altnings- 

organen

1 urin- och kons- 
organen

I rorel seorganen 
och bensystem

et

M
edfodd m

iss- 
bildning

Tannbråck

A
llm

ån svaghet
A

ndra sjukdom
ar

Sum
m

a

VårtermiHen 1915
Icke deltagande: 

klass 1—6.........................  
ringarne .........................

— — 9 — — 1 — 1 — — 4 — 4 273
104

Summa — — 2 — — — 1 — 1 — — 4 — 4 377

Hånvisade till svagav- 
delning eller svagrote:

klass 1—6.........................
ringarne .........................

— — — — — — — — — — — — — — —

Summa —

H6stie>'»iine>i 1915
Icke deltagande: 

klass 1-6.........................  
ringarne .........................

— — 3
2 2

— — 2 1
1

1 — — 7
5

— 7
5

292
87

Summa — — 5 9 — — 2 2 1 12 — 12 379

Hånvisade till svagav- 
delning eller svagrote:

klass 1—6..........................
ringarne .........................

— __ — — — — — — — — — — — —

Summa — — - - — -1-
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For de kroppsligt svaga lårjungarna hava ovningarna varit så anordnade, att dessa 
lårjungar erhållit lindrigare roreiser ån de ovriga inom gymnastikavdelningen, roreiser 
låmpade efter vårs och ens åkomma och hålsotillstånd. I regel har en dagovning for 
dessa svaga innehållit roreiser af alla slag utom vid sjukdom i cirkulationsorganen, då 
rorelsevarv, uppjagande hjarteverksamheten, uteslutits.

2:o. Med undantag av tiden från den 1 Maj till vårterminens slut for IV ringen har 
åt pedagogisk gymnastik under året egnats i medeltal 2 7a timme i veckan fdr varje 
lårjunge.

Lekar hava forsiggått dels i gymnastiksalen, dels huvudsakligen i det fria med i 
medeltal, for lårjunge råknat, 72 timme i veckan.

At faktning har ågnats 2 timmar i veckan for varje ring.
Tiderna for gymnastik och fåktovningarna hava under båda timmarna varit sålunda 

fordelade.

Gymnastik: 
under bdda terminerna.

I avd. dagligen kl. 11.20 —11.50 f. m.
II „ fyra dagar i veckan „ 9.50—10.35 „

IH „ „ i „ „ 2.45—3.30 e. m.
IV „ „ „ i „ „ 12-12.4 5 „

Faktning: 
under bdda terminerna.

I avd. tisdagar och fredagar kl. 2.4 5—3.3 o e. m.
Il „ måndagar och onsdagar „ 12—12.4 5 „

Under båda terminerna har uteslutande ovats florettfåktning.
3:o. Bitrådande gymnastiklårare har icke varit anstalld vid låroverket.
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B. Lårarne.

10. Lårarnes tjånsteåligganden under hostterminen 1915.
Rektor C. A. HÅGGLUND, krist. 8 t. (I—IV), 2 t. (6), 2 t. (5 b), 2 

t- (। b) .....................................................................................................  
Forråttat morgonbon alla dagar.

S:a 14 t. i veckan

Lektor E. MUNCHMEYER, tyska 2 t. (IV), franska 4 t. (II), 4 t. (III), 
4 t. (IV), eng. 5 t. (II).................. . ...................................................
De tyska skripta i IV, de engelska i II R; klassforest. i IV' L.

„ 19

Lektor L. LISELL, mat. 4 t. (III L), fys. 12 t. (I R—IV R), labora
tioner 1 t. (III R), 1 t. (II R) ..........................................................  
De matematiska skripta III L, de fysikaliska i III R och IV R. 
Klassforest. i I R.

„ 18

Lektor A. ROMANUS, biol. 8 t. (1—IV), kemi 6 t. (II-■ IV), 4 t. (5), 
laborationer 1 t. (III R), 1 t. (11 R>, 4 t. (5)’ ............................  
Granskat lårjungarnas herbarier å gymnasiet. Klassforest.
i II R.

99 n n

Lektor K. PIRA, mod. 2 t. (II), 3 t. (III), hist. 12 t. (I—IV, (ilosoii
2 t. (III—IV) .........................................................................................
De svenska skripta i II och III. Klassforest. i HI L.

„ 19

Lektor P. G. PERSSON, mat. 6 t. (IV R), 6 t. (II R), 5 t. (4 a), fysik
2 t. (IV L), 2 t. (III L).......................................................................
De matematiska skripta i IV’ R och 11 R; klassforest. i IV R.

„ 21

Lektor A. T. LINDBLOM, latin 6 t. (11), grek. 14 t. (111—IV)...........
De latinska skripta i II; klassforest. i II L.

°0 „ - V n

Adjunkt A. NORDSTROM, mat. 6 t. (III R), 5 t. (IV L), 7 t. (I R), 
fysik 2 t. (6), laborationer 1 t. (6)................................... 
De matematiska skripta i IV L., III R och I R; klassforest. 
i III R.

„ 21 n

Adjunkt H. FAHLANDER, mat. 3 t. (6), biol. 20 t. (1-6) ................
Granskat lårjungarnes herbarier i realskolan; klassforest. i 6.

„ 25 n

Adjunkt J. A. EKLUND, mod. 3 t. (5 b), hist, och geogr. 20 t. (3, 
4 b och 5 b), geogr. 2 t. (I) ...........................................  
Klassforest. i 5 b.

,, 25

Adjunkt A. BORGMAN, tyska 2 t. (II), 2 t. (III), 3 t. (6), franska 2, 
t. (5), eng. 6 t. (IV), 5 t. (4 b) .....................................  
De tyska skripta i III och II och 6, de engelska i IV R; 
Klassforest. i 4 b.

„ 20 D

Adjunkt K. LJUNGSTEDT, mod. 3 t. (IV), 3 t. (I), hist, och geogr.
5 t. (5 a), 10 t. (2), hist. 4 t. (6)...........................................
De svenska skripta i I och IV; klassforest. i 2 b.

„ 25 H
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Adjunkt F. RIGNELL, latin 18 t. (I, 111, IV), hist, och geogr. 4 t. (1 a). 
De latinska skripta i III och IV.

S:a 22 t. i veckan.

Adjunkt J. A. SUNDSTRØM, krist. 18 t. (1—3), 2 t. (4 a), 2 t. (5 a), 
geogr. 2 t. (4 a), mod. 3 t. (6). ....................................... 27 B

Adjunkt E. ALLANDER, mod. och tyska 7 t. (5 a), eng. 5 t. (5 a), 
5 t. (4 a), 5 t. (I), 2 t. (III L). ...................................... 24
De svenska skripta i 5 a, de tyska i 5 a, de eng. i I R. 
Klassforest. i 5 a.

Adjunkt J. DANELL, mod. och tyska 8 t. (4 a), 11 t. (1 a), hist. 3 
t. (4 a), geogr. 2 t. (6). .................................................... 
De svenska och tyska skripta i 4 a, klasslorest. i 4 a.

n 24 B

v. adjunkt S. PAHLBERG, mod. och tyska 23 t. (2 b o. 3 b), eng.
1 t- (6)......................................................................................................
De engelska skripta i 6, klasslorest. i 3 b.

27 b

v. adjunkt S. J. Gyzander mod. och tyska 23 t. (1 b och 3 a), hist 
och geogr 4 t. (1 b)............................................................. 
Klasslorest. i 3 a.

n 27 b

Extralarare F. DAHLBERG, mod. och tyska 8 t. (4 b), franska 2 t. 
(6), mat. 5 t. (4 b), 5 t. (3 a), 4 t. (1 a)......................  
De svenska och tyska skripta i 4 b, klasslorest. i 1 a.

W 24

Extralarare C. A. WIKSTROM, mat. 17 t. (5 a, 2 a, 1 b och II L), 
fysik 1 t. (II L), 2 t. (4 b), 1 t. (5 a), laborationer 2 t. (4 b), 
kemi 2 t. (I), 1 t. (6). ........................................................ 
De matem. skripta i II L; klassforest. i 1 b.

n 26 B

Extralarare 0. A. HENRIKSSON, mat. 5 t. (I L), 14 t. (5 b. 3 b o. 
2 b), fysik 1 t. (5 b), 2 t. (4 a), laborationer 2 t. (4 a), 2 t. 
(I L), geogr. 1 t. (II). .............................. .......................
De matematiska skripta i I L; klassforest. i I L.

n 27 B

Extralarare 0. LINDVALL, mod. och tyska 11 t. (2 a), tyska och 
eng. 9 t. (5 b), eng. 2 t. (III R), tyska 2 t. (I)........  
De svenska skripta i 2 a, de tyska i I och 5 b, de engelska 
i III R; klassforest. i 2 a.

n 24 b

Musiklarare C. A. HYLTÉN, musikens teori och sång 5 t., instru
mentalmusik 10 t. ................................................................ 15

Gymnastiklåraren FI. CRONSTEDT, gymnastik 16 t. (6 halvtimmar 
och 12 trekvartstimmar), vapenovningar 4 t.

ri 20 »

Teckningslararen D. CEDERBERG, teckning 26 t. valskrivn. 6 t.... 32 B

Bitrådande teckningslararinnan FI. OLSSON, valskrivning.................... B 4 b
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11. Tjanstledighet har under liisåret åtnjutits av gymnastiklåraren H. Cronstedt 26 
augusti—6 oktober på grund av militårisk tjanstgoring;

af adjunkten C. A. Ekstrdm 12 januari—6 juni for att fortsåtta sin tjanstgoring vid 
Upsala hogre allm. låroverk;

af adjunkten E. G. Neuman 12 januari—6 juni for att fortsåtta sin tjanstgoring vid 
låroverk i Stockholm.

12. Løjtnant D. I. Hallberg har vikarierat for tjånstledige gymnastiklåraren H. Cron 
stedt 26 augusti —15 september och lojtnant S. von Schoting har vikarierat for tjånstle
dige gymnastiklåraren H. Cronstedt 16 september—6 oktober;

filosolie magister S. J. Gyzander, som hela hostterminen uppehållit en ledig adjunkts 
befattning, har under vårterminen 12 januari—6 juni vikarierat for tjånstledige adjunkt 
E. G. Neuman,

filosofie magister S. J. H. Pahlberg, som hela hostterminen uppehållit en ledig adjunkts- 
befattning, har under vårterminen 12 januari—6 juni vikarierat for tjånstledige adjunkt 
C A. Ekstrom;

den till adjunkt vid låroverk i Malmo utnamnde adjunkt E. Allander har under tiden 
1 mårs—6 juni uppehållit en ledig adjunktsbefattning.

13. Inom den ordinarie lårarepersonalen hava foljande foråndringar intradt under 
tiden 1 maj 1915—30 april 1916:

adjunkten D. A. Nystrom, som från och med den 1 maj 1898 varit adjunkt vid låro
verket, avgick med pension den 1 juli 1915;

adjunkten B. A. Finell, som 1 maj 1893 blev adjunkt vid låroverket, avgick med 
pension den 1 augusti 1915;

adjunkten E. Allander, som från 1 maj 1911 varit adjunkt vid låroverket, har från 
och med 1 mårs 1916 blivit transporterad till adjunkt vid vestra reallåroverket i Goteborg.

Till dessa tre avgångne lårare hembåres harmed ett varmt tack for det arbete, som 
de var och en på sin plats presterat under sin tjanstgoringstid.

Till adjunkt i matematik, fysik och kemi har från och med 1 januari 1916 av kungl. 
maj:t utnamts lilosofie magister C. A. Ekstrom.

Carl Adolf Ekstrom foddes i Mariestad den 28 juli 1886. Fbraldrar: Murarmåstaren 
Hilmer Ekstrom och hans hustru, Beda Larsson. Avlade mogenhetsexamen vid Skara 
h. allm. låroverk den 29 maj 1905. Inskrevs som student vid Upsala universitet den 26 
januari 1906. Avlade dårstådes filosofisk ambetsexamen den 30 maj 1911. Genomgick 
provårskurs vid Upsala h. allm. låroverk låsåret 1914—1915. Tjånstgjorde vid Avesta 
kommunala mellanskola som extralårare låsåret 1911 —1912, vid Våsterås h. allm. låro
verk som extralårare låsåren 1912—1913 och 1913—1914 samt vid Upsala h. allm. låro
verk dels som partiellt vik. adjunkt under tiden 19 april—vårterminens slut 1915 och dels 
som vik. adjunkt lasåret 1915—1916. Utnamndes till adjunkt i matematik, fysik och kemi 
vid h. allm. låroverket i Ostersund den 31 dec. 1915.

Till adjunkt i modersmålet och tyska från 1 januari 1916 har av kungl. maj:t blivit 
utnamnd filosofie licentiat E. G. Neuman.

Erik Gustav Neuman, fodd i Skara den 12 jan. 1883. Foraldrar: Rektor Carl Julius 
Neuman och Marta Sofia Vilhelmina Zengerlein.

Avlade mogenhetsexamen vid Goteborgs h. allm. latinlåroverk 1901. Avlade vid 
Uppsala universitet fil. kandidatexamen jan. 1905 och fil. licentiatexamen mårs 1910. 
horste kurator i Våstgota nation våren 1912. Genomgick provårskurs vid Uppsala h. 
allm. låroverk hostt. 1912—vårt. 1913 i amnena modersmålet, tyska och engelska. Tjånst- 
gjort vid Uppsala enskilda låroverk och privatgymnasium låsåren 1910—1911, 1911 —1912, 
1912—1913 samt såsom extralårare vid Hogre reallåroverket på Norrmalm i Stockholm 
lasåren 1913—1914, 1914—1915, 1915—1916. Utnamnd till adjunkt vid Ostersunds hogre 
allm. låroverk den 31 december 1915.

Utgiven skrift: Till frågan om vokalbalansen a: å i fornsvenskan.
14. Den 1 maj 1916 var en adjunktsbefattning ledig.
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C LÅRJUNGARNE.

15. De narvarande larjungarne i de sarskilda klasserna.

a) Hostterminen 1915.

Klasser Real
skolan

Gymnasium

SummaReal
linjen

Latinlinjen
titan | med

grekiska

Realskolan.
1 62 — —. — 62
2 55 — — — 55
3 . 671) _ — _ 67
4 51 — — — 51
5 .. 44 — — — 44
6 13 — — — 13

Gymnasium.
1 ring ... — IS 11 — 29

II ring ... — 102) 153) — 25
III ring .. — 8 4 4 16
IV ring — 9 4 4 17

Summa 292 45 34 8 379

’) Dessutom 1 frånvarande.
2) » 1
3) » 1

b) Vårterminen 1916.

Klasser Real
skolan

Gymnasium

SummaReal
linjen

Latinlinjen
titan med

grek ska

Realskolan.
1 60 60
2 ................ 59 — — — 59

68 — — — 68
4 ................ 48 — — — 48
5 ................ 46 — — — 46
6 ................ 13 — — — 13

Gymnasium.
I ring ... 17 11 28

Il ring ... —- 11 17 — 28
III ring ... — 9 4 4 17
IV ring ... 10 4 4 18

Summa 294 47 36 8 385
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19. Antal i teckning, i musik samt i. gymnastik och militiirovningar undervisade lår
jungar hosterminen 1915.

Avdelningar och 
linjer

Nårvarande 
lårjungar

Teckning

Lårjungar, som deltagit i

..

Musik

Lårjungar, som 
undervisats i

Gymnastik- och 
militårovningar

Lårjungar, som 
deltagit i

obligatorisk 
teckning

frivillig teck
ning och dar- 

jam
te obligato

risk teckning

endast frivillig 
teckning

M
usikens teori 
och sång

Instru
 m

enlal- 
niusik

gym
nastik och 

vapenovningar

utstrackta m
ili- 

tarbvningar

1 . ........... 62
55
67
51
44
13

|R................ 18
|L ... 11
|R 10
|L ... 15
|R 8
|L 8
|R .... 9
|L . . 8

62
55
67
51
44
13
18
11
10
15
8
2
5

1 
1 

1 
1 

1 
1 

i 
1 

1 
! 

1 
1 

1 
1 1 II 

1 1 1 
1 i I

I 1 
1 1 1 61

34
29

3
0
0
0
1
0
1
1
1
1
1

15 
14
11
10
6 
0
2

1

61
54
65
49
43
13
14
11

9
15

7
8
9
8

13 
| 29

1 25

i
116

2
3..................................
4.....................................
5.....................................
6 .............................

1 ring........................

II ring

III ring........................

IV ring

Realskolan ...............

Gymnastik ................

292
|R . 45

87 |L....... 42

292
41
28 —

— 127 
kJ
2

o6
3

285
40
42

—

Summa| 379 361 — - 1 132 59 367 98
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20. Det antal åmnen, vari hemlaxor blivit for varje dag larjungarna foresatta och 
det antal timmar i veckan, som hemarbetena i allmånhet upptagit for larjungar av medel- 
måttiga anlag.

Amn. Genom månadsloven har hemarbetet ej obetydligt forminskats for kl. 4—6

Klass Antal åmnen 
dagligen

Antal timmar for 
hemlåxors over
låsning i hemmet

Antal timmar for 
skriftliga hem- 

arbeten i veckan

Hela antalet tim
mar, som av hem

arbetet i varje 
vecka upptagits

1 0—3 4 — 4
2 0—4 6 — 6
3 2-4 8 — 8
4 1 —5 9 1 11
0 2-4 12 2 14
6..................................... 4 — 5 16 3 19

I ring R 3—5 15 3 18
1 „ L.................... 3—5 15 3 18

n „ R.................... 4—5 15 4 19
n „ l.................. 4—5 15 5 20

il „ R.................... 4—4 16 5 24
ni „ l.................. 4—5 19 5 24
IV „ R.................... 3-5 24 5 29
IV „ L.............. . 3—5 24 5 20

och ringarne I—IV.
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21. Tabellarisk uppgift
från Ostersunds hogre allmånna låroverk over larjungarnas kroppsutveckling och allmånna 
hålsotillstånd samt over antalet nårsynta och dova.

a) Vårterminen 1915.

1 2 3 6 7 8 9 10 11 12 13
r- o* Nårsynthetsgrad r~

K 1 a s s

A
ntal 

arjungar

edel-ålder

dande av 
bleksot

O
fta 

;vårade av 
uvudvårk

O
fta 

;vårade av 
nåsblod

U
nder 

3 D
.

3—
6 D

.

O
 fver

6 D
.

Sum
m

a 
rårsynte

dande av 
dovhet

1........................................ 54 1 2 _
9 57 _ _ 9 1 _ _ _ _ _
3........................................ 60 _ 1 • > 3 _ _ _ _ _
4........................................ 49 _ 1 1 _ _ _ _
5.................................... 46 _ 7 _ _ _ _ _
6.................. ..........  ..... 17 _ _ 1 _ _ _ _ _ _
l:sta ringen .................. 32 _ 1 2 1 _ _ _ _
2:dra 21 — 1 1 _ _ _ _ _
3:dje
4: de

19 _ — _ _ _ _
» ............. 33 — — — — 1 - — — — —

Summa 388 1 ~ ' 3 17 8 — — — —

a) Hostterminen 1915.

*) Ensidig dovhet.

1 2 6 7 8 9 10 11 12 13

K 1 a s s Antal ? 2
“ os COI S=o

— cn
g:»oer -*>

Når.

w C

5ynthetsf
w

1

rrad

c' O:
1 = 

S
& &< s

larjungar cn O- O < o. grW: cd 
7? »3

o »O.™ P s-
C' 
o

fver 
D

. FT »
p> o'

< < <
1.............. . .. 1 62 _ 6 _ 9 _ _ 9 _
2................................................. i 55 _ _ _ _ _ _ _ _
3................................................. j 67 — 9 1 4 — — 4 —
l ................................................. i 51 _ 3 1 4 1 ... 5 —
5................................................ 44 _ _ 1 _ 3 1 _ 4 1*)
6 ................................................ 13 _ _ —
l:sta ringen............................. 29 _ _ _ 6 1 _ 7 _
2:dra » ............................. 25 1 _ 1 3 _ 3 _
3:dje » ............................. 16 _ _ 4 _ _ 4
4:de » ............................. 17 — — — —

i
O —

Summa j 379 13 2 28 3 31 1
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B. Uppgift å antal sjuka och sjukdomar bland lilrjungarne.

a) Vårterminen 1915. b) Hostterminen 1915.

1 2 3 4 5 6

Sjukdomar

rvarande 
rjungar

Sjuke 
ersoner

tikdoins- 
fall 

!

75

D
ode

Difteri............................. __ 1 1 23 __
Massling......................... — 1 1 13 —
"KOda hund’'.................. — 57 57 242 __
Fåssjuka......................... — 1 1 3 —
Influensa........................ — 39 41 242 __
Epidem. hjarnfeber...... — 1 1 4 1
Luftrorskatarr .............. — 12 14 66 __
”Lungspetskatarr” ...... — 1 1 57 —
Lungsacksinflammation — 2 __2 160 —
Halsfluss......................... — 34 40 143 __
Magkattarr .................. — 1 1 23 __
Diarré............................. — 4 4 13 -—
Gulsot............................. — 1 1 74 —
"Magplågor”.................. — 8 9 24 —
"Aggvitesjukdom” ......
"Knolros” .....................

— 2 2 21 —
— 1 1 3 —

Eczem............................. — 1 1 6 __
"Hudsjukdom” .............. — 1 1 2 —
"Orvark" ...................... — 2 2 11 —
"Ogonsjukdom" .......... — 2 2 6 —
Ledvrickning......... ........
"Benskada" ..................

— 4 4 19 —
— 1 1 3 —

"Knaskada” .................. — 1 1 2 —
Tandvark ...................... — 2 2 7 —
Tandbold ...................... — i i 3 —
"Ondt i rygg” .............. — 2 2 5 —
"Ondt i fot” .................. — 1 1 6 —
"Forstrackning” .......... — 1 1 2 —
”Huvudvark".................. — 9 11 31 —
"Feber” ......................... — 20 23 79 —
"Forkylning".................. — 54 60 188 —

Ej angiven sjukdom ... 387 5 6 37 —

Summa 388 || 273 296 1518 1

1 2 3 4 5 6

Sjukdomar

N
årvarande 

lårj ungar

Sjuke 
personer

Sjukdom
s- 

fall

Sjukdagar

D
ode

Vattenkoppor .............. 1 1 1 13 —
Påssjuka......................... — 38 38 229
Influensa......................... — 13 13 56 .—

Difteri............................. — 4 4 67 —

Skrofler ......................... — 1 1 19 —
"GomfOrl amning” ...... — 1 1 6 —
Nervsvagbet.................. — 1 1 33 —
"Orvark” ...................... — 1 1 2 —

"Ogonsjukdom” .......... — 2 2 5 —
Luftrorskatarr .............. — . 3 3 17 —

Halsfluss......................... — 21 21 79 —
Blindtarmsinflam........... — 1 1 30 —

"Magplågor”.................. — 12 12 32 —

"Krakning” .................. — 1 1 2 —
Njurinf lam mation.......... — 2 2 78 —
Blåskatarr..................... — 1 1 16 —

Eczem............................. — 1 1 3 —
Kniilros ......................... — 1 1 11 —

Benbrott......................... — 1 1 31 —
Senstrackning .............. — 1 1 2 —
Tandvark ...................... .— 9 10 29 —
"Yttre skada” .............. — 2 2 13 —
"Forkvlning”.................. — 31 33 127 —
"Huvudvark”.................. — 11 12 30 —

"Feber” ......................... 379 3 4 20 —

Summa 379 |161 168 950 —

Ostersund den 21 Dec. 1915.

Axel Haggqvist.
Liiroverkets liikare.
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22 a. Antal inom låroverket flyttade lårjungar kalenderåret i 915.

’) Tillhorde vårt. klass 2 och flyttades vid dess slut till kl. 3.
’) Dessutom 1 frånv. (sjukdomi erholl inga betvg.
3) . „ 1 , i
*) TillhOrde kl. 6 vårt. 1915 och avlade realskoleexamen.
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22 b. Oversikt for vardera terminen under sist forflutna kalenderår over larjungar- 
nes omsåttning.

Lcirjungarites omsåttning vår termitten 1915.

1 2 3 1 4 5 6 1 8 9 10

! Avdelningar 
och 

linjer

Nårvarande larjungar den 1 Februari Larjungar avgångne från 
låroverket

r* S CL 2 7Q °

K
var

Flyflade till avdelningen 
på grund av beslut n-T S” cp

Från 
tt 

borjan
31 Ja

J ~ -n 

- O* 3

U
nder 

jande ler

cn c

3 Q-tiq ro 2

i av- vid fore
gående 

termins slut

vid vår- 
terminens 

borjan

Ct. Cl -t 
□ <’ro -
3 o »5

jrm
inens 

t. o. ni. 
inuari

o. m
ed 

uari till 
’IIS slut

nastfol- 
m

el lan- 
m

in s
5

1................... 51 3 54 1 7 8
54 __ o 1 57 _ 4 4

3............................. 57 1 60 __ _ 1 5 6
4........................... 46 __ 1 2 40’) 

46
_ 4 4

5......... 44 __ 1 1 . .. _ 7 7
6..... 17 ._ 17 _ _ 15 15
I R......................... 10 __ _ _ 10 _ 1 1
I L......................... 22 ___ -- _ 22 _ 1 3 4
II R ....................
II L .....................

11
10

— — — 11
10

— 1 2
1

2
1

III R..................... 11 __ _ _ 11 _ _ 2 2
III LB..................
III LA..................

4
4

— — — 4
4

— —
_

TV R...................... 17 __ _ _ 17 _ _ 17 17
IV LB.............
IV LA..................

8
8

— — — 8
8 —

— 8
8

8
8

Realskolan.......... 269 __ 5 9 283 _ 2 42 44
Realffvmn............ 49 __ _ 49 _ 1 21 22
Latmgymn........... 56 — — — 56 — 1 20 21

Summa 374 — 5 9 388 — 4 83 87

’) Katalogen for vårt. upptager felaktigt for klass 4, 48 larjungar. Slutsumman i mom. 15 for denna 
termin skall således vara 388.
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Hostterminen 1915.

’) Dessutom 1 frånv.

1 2 3 1 4 5 | 6 7 | 8 | 9 | 10 |

Avdelningar 
och 

linjer

Nårvarande lårjungar den 15 September
Lårjungar avgångne från 

låroverket

K
var i avdel- 

ningen från 
foregående 

term
in

Flyttade till avdelningen 
på grund av beslut

Inskrivne 
under 

term
inen

Sum
m

i

Från term
inens 

borjan t. o. m
. 

14 Septem
ber

Från o. m
ed 

' 
15 Septem

ber 
till term

inens 
slut

U
nder nåstfdl- 

jande tnellan- 
term

in

Sum
m

avid fore
gående 

termins slut

vid host- 
terminens 

borjan

1.............................
2.............................
3.............................
4.............................
6.............................
(5...........................
I R .....................
IL ......................
Il R.....................
II L......................
III R.....................
III LB..................
III LA..................
IV R ..................
IV LB...... ...........
IV LA.................. 1 1 1 

1 1 1 
co

w
l 1

33
38
38’)
33

9
15
4
5

11
G
4
9
8
4
4

10
8
5
8
4
3
4
4
3
2

2
1

59
7
9
4

1
1

62
55
67
51
44
13
18
11
10
15

8
4
4
9
4
4 1 1 1 

II 1 
1 1 I

I II
 1 1 

i 1 1 
1 11 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

II

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

i 
1

। 
i i" 

i 
i 

i 
i 

i 
: 

, 
i 

i 
i 

1______________________________

Realskolan..........
Realgymn............
Latingymn...........

27

3

151
34
29

35
10

9

79
1
1

292
45
42

— 2
2

2
2

Summa 30 214 54 81 379 — 2 i 2 4
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24. Forteckning over de larjunger, som efter att hava genomgått liiroverkets fjårde 
ring avlagt godkand studentexamen och efter att hafva genomgått liiroverkets sjatte klass 
avlagt godkand realskoleexamen.

Studentexamen.
Vårterminen 1915.

LATINARE:
Grek:

Ericsson, A. O. ............................
Hågglund, G. F. ........................
Johnsson, P. E. .............................
Jonsson, B. O. ............................
Karlsson, P. .................................
Kohlquist, R. T.............................
Nåslund, O. A. ............................
Thomson, A. E.............................

till universitet
„ militiiryrket
„ bank
„ kontor
„ universitet

icke-gr eker:
Kjellberg, T. O.............................
Kihlgren, K. A. ............................
Kjelsson, K. F. ............................
Lofgren, K. V. ............................
Lofvenmark, C. E. ....................
Rhodén, S. E. . ..........
Wrangel, F. E. ............................
Ohrstedt, G. H. ............................

till jarnvagen
„ universitet

„ militaryrket
„ tekniskil hogskolan
„ jarnvagen
„ militaryrket
„ obeståmd verksamhet

Realister
Andersson. A. .... 
Andersson, H.
Burholm, A. L. .... 
Bystrom, J. ............  
Hellbom, O. G. .... 
Jonsson, N. L. .... 
Kjellin, A. T. ........  
Larsson, K. L. .... 
Levén, K. E. ........  
Lind qvist, K. V. A 
Nilsson, A. E.........  
Nordin, K. O. E. . 
Owe, A. V.............  
Pettersson, E. A. . 
Sundin, G. ........ .
Thunell, A. E. ....

till publicistyrket 
tekniska hogskolan 
skogsskola
tekniskil hogskolan

militiiryrket 
tekniska hogskolan

obeståmd verksamhet 
tekniska hogskolan 
handelsinstitut.
tandlåkareinstitut.
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Realskolexamen.
Almkvist, K. R.............................
Andersson, E..................................
Aronsson, A. .................................
Axelsson, E. A.............................
Berlin, J. R. ....... . ........................
Eriksson, K. E. ............................
Fredman, U. G. A. ....................
Hemlin, A. W. ...........................
Johansson, K. A. E. ....................
Persson, P. A. ............................
Persson, S. O. .............................
Svensson, A. .................................
Zetterstrom, i. N. ........................

till tekniskt laroverk
„ handelsskola
„ skogsskola
„ obeståmd verksamhet
» n •’
n . n »
n ” n
„ jordbruk
„ kontor
„ jordbruk
„ gymnasium
11 15
,, kontor

35. Forteckning over de lårjungar, som utan att hafva avlagt studentexamen eller 
realskolexamen avgått från liiroverket under det sist forflutna kalenderåret.

a) vårterminen 1915.
Från kl. 1 Bostrbm, J. A. N. .........

Bergvall, G. ...................
...... utan anmåld avsikt

H 1 till Falu allm. laroverk
11 1 Backlund, L. H. ............ ...... utan anmåld avsikt
V 51 1 Johannisson, T. G.... till Sundsvalls allm. laroverk
15 5) 1 Djårf, B. J. E. ................ ...... „ folkskola
n 55 1 Eriksson, T. E....................... ,, Sundsvalls allm. lårover

1 Grandien, K. 0. ............. ..... „ folkskola
11 5) 1 von Paijkull, G. H. ....... ..... „ privat undervisning

2 Karlsson, K. 0. R........... ..... utan anmåld avsikt
M 55 0 Bågenholm, K. E. .......... ...... 11 "

V 2 Solborg, K. 0.................. tt n tf

tt 11 2 Jakobsson, J. R. ............ .......... » ti ti

n 3 Bergvall, Å. till Falu allm. laroverk
i) 3 Strom, L. H. M. .............. .... „ annat laroverk

M 5J 3 Eriksson, G. A. Å. ....... utan anmåld avsikt
tt tt 3 Englund, B. 0.................. ......... ir ir »

>5 tt Lilliehobk, G. ................. ..... till laroverk i Stockholm
11 3 Wickenberg, J. E. F. ..... utan anmald avsikt

4 Svenson, P. 0. ........ ir ti n

4 Backman, P. A. T. ........ » ir ti

51 4 Pettersson, A. R. .......... till handel
51 4 Moberg, E......................... ..... „ handtverk

tt 5 Hammer, K. M. . .. ,, annat laroverk
H 51 5 Widmark, 0. F. .............. ..... utan anmåld avsikt
51 5 Bergqvist, PI...................... ... 11 15 51
» 55 5 Linder, C. E. L..........

Hagberg, J. V. A...........,5 5 ..... till kontor
51 1) 5 Svensson, E. M. .............. ..... ,, handel
51 5 Ostlund, [. 0. ................. ..... ,, handelsskola
51 n 6 Andersson,. E. S............... __ ,, jordbruk ,,
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Från kl. 6 Holmer, R. G. ................ ......  till sjomansyrket
B 6 Pettersson, K. ................ ...... utan anmåld avsikt

p b 1 R. Bergvall, A. ...................
Hammer, E. J. ................

....... till Falu allm. låroverk
M 1 R. ....... dod
n I R. Eriksson, E. H. ............ ...... till privat undervisning
n B I R. Olsen, R. A. ................... ...... ,, teknisk skola
n t> 1 R. Wennerholm, R. D. ...... utan anmald avsikt
M B II R. Mårten, H. U. ................

Forsberg, J. R. V..........
....... till Sundsvalls allm. låroverk

n t) II R. .... ,, teknisk skola
!> B II R. Strom, E. V. .

III R. Kihlstedt, S. V. ...... ,, låroverk i Stockholm
H B III R. Samuelsson, K. T................. „ Hernosands allm. låroverk

b IV R. Flodén, S. D. ....................... ,, militåryrket

b) hostterminen 1915.
Från kl. Il R. Jonsson, J. H. ....................... utan anmåld avsikt

» „ 1 R. Persson, S. O. ........................ till jordbruk
„ „ 4 Håkansson, S. O. G............... „ Hudiksvalls allm. låroverk
„ „ 4 Wtdmark, S. O. ...................  utan anmald avsikt

26. Under sist fOrflutna kalenderår hava till lårjungarna utde-
lats såsom stipendier.............................. 1,065: —
premier ...................................................... 348: —

27. Uppgifter for vardera terminen av lasåret angående antalet befriade från t 
minsavgifter.

Befriad från avgift till
endast biblioteks- och materialkassan ...............................................

,, byggnadsfonden ................ ...............................................

Host
terminen

Vår- 
terminen

51 55
båda ovannåmda kassor ...... .......... ....................... --r- i i —

Ej befriad från någondera avgiften................................................................... 328 330
Summa nårvarande lårjungar 379 385

Avgiften till Ijus- och vedkassan har utgjort 10 kronor under hostterminen och 12 
kronor under vårterminen.

Från hela avgiften till statsverket hava under hostterminen 123 lårjungar befriats.
,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, vårterminen 132 ,, ,,
,, halva ,, ,, ,, ,, ,, hostterminen 32 ,, ,,
,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, vårterminen 28 ., ,,
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d Boksamlingar och undervisningsmateriel.
28. Låroverkets boksatnling har under lasåret okats
a) genom gåvor:
Av offentliga myndigheter och andra: Ny tidning for idrott; Nordiskt idrottsliv; Bi

drag till Sveriges off. statistik; Meddelanden från riksarkivet; Vetenskapsakademiens 
publikationer; Meteorologiska iakttagelser; Upsala universitets katalog vårt. och hostt. 
1915 samt diverse andra kataloger samt årsredogorelser och program; Medelelser fra det 
norske Rigsarkiv; Norske Videnskaper Selskabs skrifter; Riksdagens nrotokoll 1915 m.m..

b) genom inkop;
Pedagogisk tidskrift for 1915.
Svensk Kyrkotidning for 1915.
Svensk låraretidning for 1915.
Geologiska foreningens forhandlingar for 1915.
Verdandi for 1915.
Nordisk tidskrift for 1915.
Psyke fOr 1915.
Historisk tidskrift for 1915.
Det nya Sverige for 1915.
Die neueren Sprachen for 1915.
Geografischer Anzeiger for 1915.
Die Naturwissenschaften 1915.
Ordbok over svenska språket.
Språk och stil for 1915.
Forum fbr 1915.
Kyrkligtidskrift for 1915.
Nordisk familjebok b. 1—23.
Vårdshistoria av Hildebrand m. 11.
Svensk litteraturhistoria av Schtick och Warburg.
Vårt språk av A. Noreen.
Diverse larobbcker.

Myntsamlingen har okats genom gåvor: minnespenning over Petrus Gutensis och 
J. G. Agardh.

Den biologiska samlingen har under året okats med åtskilliga insekter m. m.

Den kemiska undervisningsmaterielen har okats genom: inkop av åtskilliga 
utensilier.
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e. Ldroverksbyggnader och inredningsmateriel.
29. Låroverket har till det yttre undergått en genomgående reparation, och vad 

det inre angår hava flera rum blivit ommålade och uppsnyggade. De utbrånda vårme- 
ungnarne hava undergått en genomgående reparation. Inredningsmaterielen såsom bord 
och bånkar har blivit reparerad och ommålad.

i E kon o mis ko forhållanden.
31. Uppgifter om nedannåmnda till låroverket  kassors stållning kalender

året 1915.
horan.de

Kassans rubrik
Debet Kredit

Behållning 
vid 

årets borjan

Summa 
inkomster 
under året

Summa 
utgifter 

under året

Behållning 
vid 

årets slut

Kr. ore Kr. ore Kr. ore Kr. ore

Byggnadsf onden.......... 4,386 75 4,641 55 6,526 34 2,501 96
Ljus- och vedkassan ... 37 76 8,025 50 8,924 48
Bibi.- o. materielkassan 1,167 39 3,698 — 3,177 90 1,687 49
Premie- och fattigk:n... 403 99 352 50 340 65 415 84

32. Summariska uppgifter for kalenderåret 1915 over de belopp, som utgått for un- 
derhåll och tillbkning av

a) boksamlingarna ...........
Kr. 3,177:90b) den ovriga undervisningsmaterielen.........

c) inredningsmaterielen .....................................
Summa Kr. 3,17/: 90

horan.de
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g Examina och Hrsavslutning.
33. Avgångsexamina.

Muntlig studentexamen med de 32 lårjungar i ring IV, som på grund av avlagda 
skrivningar beråttigats till densamma, fbrråttades den 26 och 27 maj under ledning av 
professor C. V. L. Charlier, professor P. Persson och professor A. Stille samt i narvaro 
av de utsedda examensvittnena. Alla godkåndes utom en.

Muntlig realskolexamen forråttades den 3 juni med 13 av låroverkets lårjungar och 
3 privatister och alla godkandes i examen.

Innevarande vårtermin håva 18 av låroverkets lårjungar och en privatist avlagt skrift
lig studentexamen den 10, 12, 14, 15 och 17 april. Alla hava fOrklarats beråttigade till 
muntlig examen, vilken kommer att fOrsiggå den 22 maj; likaledes hava 14 av lårover
kets lårjungar avlagt skriftlig provning for realskolexamen den 2, 4, 6 och 8 maj. Alla 
utom tre hava forklarats beråttigade till muntlig realskolexamen, som kommer att fOr
siggå den 2 juni.

34. Årsexamen.

Den 10 maj var uppvisning i gymnastik.
Den offentliga årsexamen biir tisdagen den 6 juni med bor jan kl. 12 midd.
Efter examens slut biir uppvisning i sång och musik. Dårefter utdelas stipendier 

och premier, kungores flyttningen inom låroverket och avslutas låsåret.

35. Till att overvara den forestående examen den 6 juni anhåller jag vOrdsammast 
att få inbjuda larjungarnas foraldrar och målsmån samt alla, som med vålvilja och in- 
tresse omfatta låroverket.

35. Nasta lasår tager sin borjan tisdagen den 22 augusti, då intrådes- och flytt- 
ningssokande skola infinna sig å låroverkets samlingssal kl. 12 midd.

Allmant tipprop med låroverkets samtliga lårjungar kommer att hållas fredagen den 
25 augusti kl. 12 midd.

Under detta låsår har den viktiga forandringen intrått, att låroverket har forlorat sin 
hogt aktade och djupt vordade inspektor kontraktsprosten O. Lofvenmark, vilken i 22 år 
med stor kårlek och varmt intresse varit låroverkets stod, men på grund av hog ålder 
och nedsatta krafter måst avsåga sig detta fortroendeuppdrag, som var honom mycket 
kårt, hålst som han sjalf varit larjunge vid låroverket. Låroverket bringar honom på 
detta enkla sått ett innerligt och vordsamt tack for allt vad han varit och verkat for 
låroverket.

Låroverket har emellertid haft den formånen att få erhålla till inspektor oversten 
vid Kungl. Jåmtlands fåltjågareregemente friherre m. m. C. V. Rappe, vilken beredvilligt 
till allas stora glådje och tillfredsstallelse emottagit detta fortroendeuppdrag.
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Hnvisning for frivilliga studier.
under sommarferierna for terminens lårjungar i

Fjårde klassen:
Modersmålet: Heidenstam, Karolinerna; La- 

gerlof, legender.
Tyska: Kleine Schiilerbibliotek: Band IV.
Geografi: Anna Sandstrbm, Natur och ar- 

betsliv i svenska bygder.
Matematik: Ekvationer av La graden med 

en obekant jåmte problem.
Biologi. Samla insekter.

Femte klassen:
Modersmålet: Heidenstam, Svenskarne och 

deras hovdingar.
Tyska: Auf rauhen Pfaden.
Geografi: Anna Sandstrom, Natur och ar- 

betsliv i svenska bygder.
Historia: Nyare tiden, låsebok av Ekmark- 

Rydfors.
Biologi: Reuter, Bilder ur djurvarklen.
Kemi: Philip, den moderna kemins roman.
Geologi: Lagg upp en samling mineral och 

bergarter.

Forstå ringen.
Modersmålet: Ferielåsning i svensk litte

ratur, utgiven av Hernlund och Steffen.
Tyska: Auf rauhen Pfaden.
Latin: Ponfén, II forts, s. 90.
Engelska: Little Lord Fauntleroy.
Geografi: C. Wiman, Bergens uppkomst 

(Verdandis småskrifter N:o 70).
Historia: Hjårne, Gustaf II Adolf.
Fysik: P. Pleegaard, Populår astronomi.
Biologi: Heimdals folkskrifter D:o 75; Ver

dandis småskrifter N:o 64; skriv en re- 
dogbrelse for ett eller tiera vaxtsamhål- 
len i hemtrakten (veget, i en skog, mosse, 
vatten, på ång, sandfålt, hed eller ogrås 
i trådgårdar och åkrar).

Andra ringen.
Modersmålet: Karolinerna av V. v. Heiden

stam.
Latin: Fortsåttning i L’Homond.
Franska: E. Berthet, Le chasseur de mar- 

mottes.
Historia: Hjårne, Napoleon och revolutio

nen. Frihetstiden av Stavenow.
Biologi: Klerker, Manniskokroppen.
Fysik: Timberg, Populår Meteorologi.

Tredje ringen.
Latin: Pontén, Lat. forf.: II (prosa) forts, 

s. 36.
Grekiska: Xen Anab II.
Historia: Repetition av gamla tidens hi

storia.
Engelska: Treasure Island av Stevenson. 

Short Chapters on English life (Ringen- 
son).

Matematik: Problemlosning.
Franska: Colomba av Merimée.
Fysik: Tyndall, Varmet, betraktat såsom 

rorelse. Laurin, Om Radium.
Kemi: Ramberg, Grunddragen av den kem. 

analysens teori.
Biologi: Anståll och redogbr for några 

våxtfysiologiska forsok enl. Malmberg: 
V axtfysiologiska forsbk.

For intråde i låroverkets forstå klass fordras:
a) formåga att tydligt och såkert lasa innantill och att med egna ord redogora for 

innehållet av en upplåst enkel berattelse;
b) någon fårdighet i vålskrivning;
c) någon fårdighet i rattskrivning;
d) kånnedom om viktigare beråttelser ur gamla och nya testamentets bibliska histo

ria, några psalmverser;
e) fårdighet i anvandande av de fyra råknesåtten med hela tal, hogst fyrsiffriga, 

doek att icke må fordras anvåndning av mer ån tvåsiffriga multiplikatorer och divisorer; 
någon kånnedom i sorter och någon ovning i huvudråkning;

f) kånnedom om Skandinaviska halvons grånser, om det allmånnaste av dess hojd- 
forhållanden och om Sveriges huvuddelar; nårmare kånnedom antingen om Gotaland 
eller om Svealand och Norriand; formåga att på kartan utvisa det genomgångna.

Ostersund i Maj 1916. c. A. HAGGLUND.


