r-\
| Danskernes Historie

Danske Sleegtsforskeres Bibliotek

Dette vaerk er downloadet fra Danskernes Historie Online

Danskernes Historie Online er Danmarks stgrste digitaliseringsprojekt af litteratur
inden for emner som personalhistorie, lokalhistorie og slaegtsforskning. Biblioteket
hgrer under den almennyttige forening Danske Slaegtsforskere. Vi bevarer vores
feelles kulturary, digitaliserer den og stiller den til radighed for alle interesserede.

Stpt Danskernes Historie Online - Bliv sponsor
Som sponsor i biblioteket opnar du en raekke fordele. Laes mere om fordele og
sponsorat her: https://slaegtsbibliotek.dk/sponsorat

Ophavsret
Biblioteket indeholder veerker bade med og uden ophavsret. For vaerker, som er
omfattet af ophavsret, ma PDF-filen kun benyttes til personligt brug.

Links
Slaegtsforskernes Bibliotek: https://slaegtsbibliotek.dk
Danske Slaegtsforskere: https://slaegt.dk



https://slaegtsbibliotek.dk/sponsorat
https://slaegtsbibliotek.dk/
https://slaegt.dk/

INBJUDNING

TILL

ARSEXAMEN ocH AVSLUTNING

HOGRE ALLMANNA LAROVERKET

| OSTERSUND DEN 6 JUNI 1916

—_———————

1. GEOMETRIENS GRUNDER Av
LEKTOR P. G. PERSSON.

2. REDOGORELSE FOR OSTER-
SUNDS HOGRE ALLM. LARO-
VERK LASARET 1915—1916.

S

OSTERSUND 1916
A.-B. JAMTLANDSPOSTENS TRYCKERI

o Y oy Ll gy Ly g gy UL O G i e G g gy iy G g I P Sl
%&’]m n'd N'dl G (1 (il (1 () Y 'a D' ' (4l D'l () 0'dl 11)( Y 0" D'Q
il I Mt N i [ o Ml bl s Mt el e M AN M ool Nt R il

h

RS

!

Es



PAUIL PERSSON

GEOMETRIENS GRUNDER

CENTRALTRYCKERIET, STOCKHOLM 1916



FORORD.

Foreliggande uppsats dr avsedd fir sidana for geometriens principfrigor intresserade, som
ej ha tid eller tillfiille att taga nédrmare kiinnedom om den ganska vidlyftiga litteratur, som be-
handlar geometriens grunder. Av denna anledning forekomma ytterst fa litteraturanvisningar i
texten. Sidana #ro ocksd numera timligen overfiodiga; de kunna ju liatt erhéllas i Encyklopidie
der Mathematischen Wissenschaften. Till detta verk hénvicas den, som vill arbeta sig grundligt
in i geometriens principfrigor. Andra limpliga arbeten dro Weber-Wellstein, Encyklopiidie der
Elementar-Mathematik, Bd IT och Enriques, Fragen der Elementargeometrie. Det senare arbetet
innehdller en samling av uppsatser, skrivna av flera italienska matematici. Den forsta delen be-
handlar geometriens grunder, andra delen sysslar med de geometriska konstruktionerna.

Firsta och tredje kapitlen av detta arbete innehdlla en revision av Euklides’ elementer och
kunna nirmast betraktas som en kommientar till Hilberts rykthara Grundlagen der (ieometrie.
Detta arbete torde knappast med tillhorlig behdllning kunna studeras av en med dmnet obekant
lisare.  Det bor diirfor vara ett dtminstone ¢j helt och hillet 6verflodigt arbete att niirmare ut-
fora Hilberts idcer, si att det klart och tydligt framgir, att den euklideiska geometrien kan
deduceras ur det system av axiom, som ir att finna i Hilberts Grundlagen. Citaten ur Euklides’
elementer iiro hiamtade ur Stromers svenska skolupplaga.

Andra kapitlet av detta arbete hehandlar de icke euklideiska geometrierna, i vilka parallell-
axiomet negeras. Diir studeras egenskaperna hos ett svstem av kurvor och ytor, som ha en del
av de egenskaper, rom i den vanliga euklideiska geometrien tillkomma riita linjer och plan. Just
denna metod har Wellstein begagnat i Encyklopiidie der Ilementar-Mathematik. Hans fram-
stillning iir rent geometrisk och diirfér ur metodisk synpunkt overligsen min, som begagnar sig
av den matematiska analvsen. Till gengild fir min framstallning raskare till mdlet och bor
ocksd vara lattfattligare. Det forutsiittes, att ldsaren kiinner till den analyvtiska geometrien och
elementen av infinitesimalkalkylen.

Jag hade for flera ar sedan tinkt att publicera en framstillning av geometriens grunder.
[ denna skulle forst den projektiva geometrien grundliggas och dérefter kongruensbegreppen
inforas, varefter den euklideiska och de icke-euklideiska geometrierna skulle behandlas parallellt.
Fran denna min avsikt har jag emellertid, atminstone tills vidare, avstitt. En aning om den
projektiva geometriens betydelse for mittgeometrien torde emellertid dven den med projektiv
geometri obekante liisaren av foreliggande arbete fi, ehuru framstiillningen i § 3 av hetydelsen
av Desargues’ sats kanske dr allt for sammantringd.

I'or  begripandet av detta arbete fordras vana vid matematiskt tinkande och férstielse for
betydelsen av en striingt logisk bevisforing. For ovrigt fordras mycket sma matematiska for-

kunskaper.



Geometriens grunder.

Geometrien kan, om man sé vill, betraktas som en naturvetenskap. De naturvetenskapliga meto-
toderna, observationer och experiment, icke blott kunna utan maste anvdndas vid inldrandet av
de allra forsta geometriska insikterna. P& detta =dtt erhdllo troligen de gamla egyptierna sina
ej obetydliga geometriska kunskaper. Samma metod anvindes in i dag vid den forsta geome-
triundervisningen i véira skolor, helt sikert dock i alltfér ringa grad. Emellertid skulle de natur-
vetenskapliga metoderna ensamma ej fora langt. De forskningsmetoder, som iro karakteristiska
for den rena matematiken, mdste inforas lingt tidigare och i langt storre utstrdckning &n inom
nigon annan naturvetenskap.

Skall geometrien betraktas som en naturvetenskap, och sisom en sadan fa vi betrakta geometrien,
si fort den anvindes praktiskt eller som grundval foér de ovriga naturvetenskaperna, méste den
givetvis dtminstone utgd fran vissa erfarenhetsron, den lika vill som exempelvis den matematiska
fysiken. Det for geometrien egendomliga &r, att dessa erfarenhetssatser, som vi bruka kalla
axiom och postulat, kunna gorvas relativt fi till antalet, och att deras innehdll dr si enkelt, att
den alldagligaste erfarenhet synes sétta oss i besittning av dem. Sedan kan man inom geonie-
trien reda sig med den rent logiska deduktionen, dtminstone si snart det giller att dvertyga sig
om giltigheten av ett pastiende. Bortse vi frin, huru axiomen och postulaten vunnits, och endast
fista oss vid den efter niimnda satsers faststillande anvinda metoden, hlir geometrien ren mate-
matik i lika hég grad som ndgon annan gren av matematiken. Men di fordras givetvis, att vi
stindigt kunna hanvisa till postulaten eller axiomen och ej pd nytt hehiova gripa till askadnin-
gen. Det dr grunderna for en sidan rent vetenskaplig geometri, vi i det féljande skola studera.
Huru axiom och postulat forviirvas, intresserar oss hiirvid ej. Blott s vida det blir fraga om
en praktisk anvindning av geometrien, mdaste vi hdlla pd, att vara forutsdttningar ej strida mot
erfarenheten.

Vi gi nu att underscka, huruvida den for oss alla vilbekanta geometriska lirobvggnad, som
vi pitriffa i Euklides' elementer, har de kiinnetecken, som vi ovan uppstillt sisom utmérkande
for en rent matematisk geometri. Se vi forst pid hans till fiorsta boken horande definitioner,
finna vi genast brister. Definitionerna pa punkt, riit linje och plan dro under all kritik. Andra
begrepp, sdsom lika strickor och lika vinklar, har han ej ens firsokt sig pi att definiera. Men
det ir ocksd klart, att ej alla geometriska begrepp kunna stringt definieras. Kvar miste alltid
finnas en rest av odefinierade begrepp, formedelst vilka de andra definieras. Den saken iir lika
tydlig, som att ¢j alla satser kunna bevisas, utan att det méste dterstd en rest av obevisade
satser, axiom oclhi postulat, med vilkas tillhjalp lirosatserna bevisas. IHelt siikert har ej Kukli-
des sjalv ansett, att han stringt definierat begreppen punkt o. s. v., utan han har nog endast
velat Jaimna en ordférklaring, for si vittej dessa definitioner iro av andra gjorda tillsatzer, vilket
ju mycket vil dr mojligt. Det stora flertalet av hans definitioner dro ju fullkomligt minster-
gilla. Och de kompletteras, dar si dr hehovligt, av problem, i vilka visag, att de definierade
begreppen verkligen existera. Att problemen iiro att betrakta som existensbevis, ir nimligen
tydligt. 1 praktiken kunna ju konstruktionerna i regel utforas pi vida bekviimare sétt.



Se vi ddremot niirmare etter, o luklides verkligen bland sina axiom och postulat uppfort
alla de bevisgrunder, han sedan anvinder, finna vi, att si ej fr foérhallandet. Det klickar redan
1 1:1. Dir talas om snittpunkten mellan tvd cirklar. Att en siddan existerar, ldr oss intet av
postulaten eller axiomen, men vil askadningen. Beviset av forsta kongruensfallet ar ej alls nigot
bevis utan endast ett idealiserat experiment. Det vore lLitt att péapeka flera svaga punkter.
Det sagda torde emellertid vara nog for att klargora, att en revision av Euklides elementer ér
nodvindig. Att en sidan revision ingalunda dr ndgon litt uppgift, visar det faktum, att det
drojde till slutet av 1800-talet, innan en fullt string framstédllning av geometriens grunder sig
dagen. Sidana ha nu levererats efter ganska skiljaktiga metoder av llera forfattare. Ryktbarast
och kanske enklast dr Hilberts i hans Grundlagen der (reometrie.! _

Att det drijde si linge, innan geometrien stiilldes pa fullt siikra fitter, berodde ej endast
pad problemets svarigheter. Forst under 1800-talet tog intresset fér matematikens principfrigor
riktigt fart. De andra grenarna av matematiken grundades forst dia fullt rationellt. Under
samma arhundrade siigo ocksd e si kallade icke-euklideiska geometrierna dagen. Kritik hade
mycket tidigt bestitts det si kallade parallellaxiomet. Den pibérjades redan av grekerna och
avstannade aldrig helt. Vid mitten av 1800-talet visade nu oberoende av varandra ungraren
Bolvai och ryssen Lobatschefsky, att detta axiom ej kunde bevisas med tillhjilp av de oOv-
riga, i det de konstruerade en geometrisk ldarobyggnad, i vilken detta axiom fornekades. Sat-
serna i detta svstem verka visserligen vid férsta anblicken i hiigsta grad paradoxala. Vinkel-
summan i en triangel ir stidse mindre in tvd riita och mindre, ju storre triangelns yta ir, s
att den rent av kan bli huru liten som helst, blott triangelns yta gores nog stor. Rektanglar
existera ej, ej heller likformiga trianglar, som ej fro kongruenta. Det finns riita linjer, som
niirma sig obegrinsat till varandra utan att dock rikas. Andi orimligare forefaller det system,
som sedan konstruerades av Riemann. En triangels vinkelsumma dr dér stidse stirre iin tva rita,
rektanglar och likformiga, ej kongruenta trianglar existera ej heller. Tvd rdta linjer i ett och
samma plan skidra varandra alltid, rita linjen #r sluten och av iindlig lingd. Férfattarna kunde
visa, att nigra motsigelser i dessa geometriska lirobyggnader ej hehivde bhefaras. Klart dr, att
dessa laror miste framtvinga en ordentlig grundliggning av geometrien, si att alla hevisgrunder
noga blevo framletade.

' Vierte Auflage, Berlin und Leipzig 1913. Jag har nn endast hatt tillgdng till andra npplagan.



KAP. 1.

Den euklideiska geometriens grunder enligt Hilbert.

Problemet att uppstilla ett system av axiom, som ricker till att bilda grundvalen fér den
euklideiska geometrien, ir, som forut framhdllits, ej entydigt bestimt. Det finns méinga
viigar att vilja. Har man bestiimt sig for att betrakta vissa geometriska begrepp som ursprung-
liga, vilka siledes ej definieras, dr detta val delvis begrinsat. Man torde avldgsna sig minst fran
Euklides, om man ansluter sig till Hilberts framstillning. Vilka begrepp han betraktar som ur-
sprungliga, framgir av hans inledning, som hér citeras:

»Wir denken drei verschiedene Systeme von Dingen: die Dinge des ersten Systenis nennen
wir Punkte und bezeichnen sie mit A, B, C,...; die Dinge des zweiten Systems nennen wir
tferade und bezeichnen sie mit a, b, ¢,...; die Dinge des dritten Systems nennen wir Ebenen
und bezeichnen sie mit «, f3, j,...; die Punkte heissen auch die Elemente der linearcn Geometrie,
die Punkte und (ieraden heissen die Elemente der ebenen (feomelrie, und dic Punkte, Geraden und
Ebenen heissen die Elemente der riumlichen Geomectrie oder des Raumes.

Wir denken die Punkte, Geraden, Ibenen in gewissen gegenseitigen Beziehungen und be-
zeichnen diese Beziehungen durch \Worte wie »liegen», »zwischens, »parallel», »kongruent»,
»stetig»»; die genaue und vollstéindige Beschreibung dieser Beziehungen erfolgt durch die Axiome
der (feometrie.

Die Axiome der Geometrie gliedern sich in finf Gruppen; jede einzelne dieser Giruppen
driickt gewisse zusammengehorige Grundtatsachen unserer Anschauung aus. Wir benennen diese
Gruppen von Axiomen in folgender Weise:

I. 1—8.  Axiome der Verkniipfung,

II. 1—4. Axiome der Anordnung,

IIT. 1—6. Axiome der Kongruenz,

IV. Axiome der Parallelen,

V. 1—2. Axiome der Stetigkeit.»

I likhet med Kuklides skola vi i det foljande ej 1 ondédan anvdnda parallell- och kontinui-
tetsaxiomen utan uppskjuta deras anvinding i det lingsta.

§ 1. Forknippningsaxiomen (Axiome der Verkniipfung).

Dessa axiom behandla »forenade ligen» av punkter, rita linjer och plan.

1: 1. Tved fran varandra skilda punkter A och B bestimma stidse en rit linje a eller AB.

I stillet for »bestimma» anvénda vi en del andra vindningar, exempelvis ¢ »gir genom»
A och »genom» B, a »forbinder» 4 och B eller B och 4, A4 »ligger pi» a eller iir »en punkt
pias a. Réta linjerna AB och AC »skiira varandra» 1 4 eller ha denna punkt gemensam o. s. v.

[: 2. Twi godtyckliya frin varandra skilda punkter pdi en rit linje bestimma denna rila linje.

1: 3. P en rit linje finns det diminstone tvd punkter, i elt plan finns del dtnminstone tre punkter.
som ej ligya v viit linje.

I:4. Tre punkter A, B, C, som e liggya I vit linje bestimma elt plan a.

A, B. (' siigas »ligga i» planet « o. s. v.



I: 5. Tre godlyckligt valda punkler 1 eil plan bestimma planet, om de e liyga i rit lnje.
I: 6. Om tvd punkter A och B p en vit linje a ligga 1 clt plan o, si ligger varje punkt pd a
i planet . .

Rita linjen a »ligger i» planet « o. s. v.

L. 7. Om tva plan a och 3 ha en gemensam punkt A, si ha de iinnu en gemensam punkt B. (Sé-
ledes en gemensam rit linje 4 B).

1. 8. Det finns atminstone fyra punkler, som e ligga 1 ett och samma plan.

Saledes: Tvi riita linjer ha en eller ingen gemensam punkt; tvd plan ha en gemensam
rit linje eller ingen gemensam punkt; ett plan och en i detta ej beldgen rit linje ha en eller
ingen gemensam punkt. Genom en ridt linje och en punkt utom denna eller genom tvd var-
andra skirande rita linjer gir ett enda plan.

§ 2. Anordningsaxiomen (Axiome der Anordnung).

»Die Axiome dieser Gruppe definieren den Begriff »zwischens und erméglichen auf Grund
dieses Begriffes die Anordnung der Punkte auf einer Geraden, in einer Ebene und im Raume.

Lrklirung. Die Punkte einer Geraden stehen in gewissen Beziehungen zueinander, zu deren
Beschreibung uns insbesondere das Wort zwischen dient.»

II: 1. Om A, B, (' dro punkter pd en rit linje och B ligger mellan A och C. si ligger ocksd
B mellan C och A.

II: 2. Om 4 och C dro punkter pi en rit linje, si finns det (tminsione en punht B, som ligger
mellan A och C, och dtminstone en sidan punkt D, alt C ligger mellan A och D.

II: 3. Av ftre punkter pd en vat linje ligyer alltid en och blott en mellan de hida andra.

Sammanfattningen av alla punkter mellan 4 och B kallas strickan AB. Denna &r identisk
med striickan BA. A och B iro striickans indpunkter, de 6vriga inre punkter. Det &r dessa
vi asyfta, di vi tala om punkter pd strickan A4B.

1I: 4. Lat A, B, C vara tre punkter, som ¢j ligga i vit linje, och a en vit linje i planet ABC,
som e gdr gemom nigon av punkterna A, B, (' Om dd rata livjen a gir genom en punkt pd strickan
AB, mdste den antingen gi genom en punkt pd strickan BC eller genom en punkt pi strdackan AC.

Det #r Pasch, som for forsta gingen uppstillt anordningsaxiom i tillrdckligt antal.! 1II:4
harrér fran honom. Han uppstillde sina axiom i direkt anslutning till dskadningen. Det har
sedan lyckats att i vésentlig grad reducera deras antal. Hur abstrakta Hilberts axiom &ro, fram-
gir redan dirav, att ej fler &n fem punkter behdva existera pi en rit linje, om II: 4 uteslutes.
Dessa fem fordrar II: 2. Vehlen? har limnat foljande exempel dirpd. For tillfillet beteckna
vi med symbolen (4BC) det férhallande, att B ligger mellan 4 och C. Vi hetrakta féljande
20 kombinationer:

(ABC), (BCD), (CDE). (DEA), (EAB) (ACE), (CEB), (EBD), (BDA), (DAC)
(CB4), (DCB), (EDC). (4ED), (BAE) (ECA), (BEC), (DBE), (ADB), (CAD)

Man finner, att foér dessa fem punkter, som kunna placeras pd en rit linje, anordningsaxio-
men II:1—3 #ro giltiga, att B ligger mellan 4 och €, D mellan A och B, men ej D mellan
4 och €. Vehlen limnar pd samma stille ett exempel pd en konfigurationjav 21 punkter och
21 rita linjer i ett plan med 5 punkter pd varje linje och 5 linjer genom varje punkt, for vil-
ken konfiguration I: 1—38 och 1I: 1—3 gilla, men ej II: 4. Med tillhjélp av detta axiom kunna
vi bevisa foljande tre satser, som i sin tur utgéra grunden for Gvriga anordningssatser. Det
ligger i sakens natur, att bevisen av dessa satser méste bli synnerligen subtila.

! Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Leipzig 1882. .
9

* A system of axioms for geometry, Transactions of the Amer. Math. Society 1904.
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Sats 1. Om punkten C ligger mellan A och DB och en fiirde punkt D ocksi ligger mellan A och
B, ligger D antingen mellan A och C eller mnellan B och C.

Vi bevisa forst, att, om D ligger mellan 4 och C, kan den ej samtidigt ligga mellan B och
C. Vi vilja E utom den rita linjen 4B (I: 3) och punkten G pa rita linjen AE, si att 4 ligger
pad strickan £ G (II: 2). D4 kan ej G ligga mellan 4 och E (II: 3). Anvéand II: 4 pd triangeln AEC
och réta linjen GD, som gir genom D pi strickan
AC och siledes mdiste gd genom en punkt H pé stric- i
kan CE, da G ej ligger pad strickan AE. Anvandes
nu II: 4 pd triangeln ABE och rita linjen GD, maste
denna triiffa strickan BE i1 en punkt F, di den enligt
var forutsittning rakar strickan AB 1 1), men ej skar
strickan AE. G, D, H, F ligga i rit linje. Om nu
D lige mellan B och C, skulle HF rdka de tre striic-
korna BE, CE, BC, vilket strider mot II: 4.

Ligga C och D mellan 4 och B, kunna vi sile-
des antaga, att D ej ligger mellan 3 och (!, och skola
bevisa, att den mdste ligga mellan 4 och C. Vi be-
halla konstruktionerna i forra delen av beviset. Att L
GD skiir strickan SE 1 en punkt F, dr di bevisat.

Eftersom D ej ligger mellan B och (!, men I’ mellan

B och E, maste rita linjen DF eller G1) rika strickan

EC i en punkt H (II: 4 anvind pa triangeln BCE). G

GH eller GD, som triffar strickan EC i H, nen ej Fig 1.
skir striickan 4E, rikar sdledes striickan A4C'i ef punkt, i
som ar D. Satsen ar bevisad.

Sats 2.  Liyger C mellan A och B och D mellan 4 och C, ligger ocks@ D mellan A och B.

Detta bevis iir #dnnu kitsligare dn det forra. Vi vélja G och E som férut och miste da
erkinna existensen av punkten H pid rita linjen GD och pa strickan CE. Att D ligger mellan
G och H lar osy II:4, tillimpad pa rita linjen 4B och triangeln GEH. Linjen CE skidr nu
striickan 4B, men e] striickan AG; siledes mdiste den rika strickan BG i en punkt I.. 4B skir
striickan GH i D, men triffar ej strickan GL; siledes triffar den striickan LH i en punkt, som
ir C. Betrakta nu triangeln BCL och 1ita linjen GD eller GH! Eftersom varken G ligger
pd strackan BL, ej heller H pi strickan CL, ligger ej heller D pa strickan BC. Men da ar
saken klar. Réta linjen DH eller D maste di skdra strickan BE i en punkt F, och da ar
det tydligt, att D ligger pd strickan AB. Svirigheten var siledes att bevisa, att D ej lig mellan
B och C.

Sats 3. Om D ligger mellan A och C och C mellan I och DB, ligger ocksa I) mellan A och B.

Den, som ordentligt genomgatt foregiende tva bevis, torde med litthet bevisa denna sats.
Vi sammanfatta de tre satserna i foljande, som med litthet kan bevisas:

Aro fyra punkter vilka som helst givna pd en vat linje, kan man alltid beteckna dessa med A, B,
C, D pa sadant sitt, att B ligger mellan A och C och mellan A och D, C mellan A och D och mellan
B och D. Punkterna pa en rit linje dro odndligt manga.

Punkterna B och C sigas ligga pd samma sida om A, direst 4 ej ligger mellan B och C.
I motsatt fall sigas B och C ligga pi omse sidor om A eller pd var sin sida om 4. Foregiende
sats kan dd formuleras pa foljande sitt:

Safs 4. Om punkten C ligger mellan A och B, bestar strickan AB av strdckorna AC och BC,
som endast ha C som gemensam punkt. ILigga B och C samt B och D pd samma sida om A pd rita
linjen AB, ligga dven C och D pi samma sida om 4. ILigga B och C saml B och D pd motsatta

! Dessa bevis dro modifikationer av dem, som E. H. Moore limnat i Transactions of the Americ. Math.
Society 1902.

2
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stdor om -, ligga dven dd (' och D pi samma sida om A. Ligga diremol B och (' pi samma, men
B och D pd wotsatta sidor om A, ligga C och 1) pd motsatla sidor om ..

Féljande definition infores: Om en riit linje a i ett plan « och tvii punkter A och B, som
¢j ligga pa a, dro givna i detta plan, ligga 4 och B pi var sin sida om a, ifall striickan 4B och
rita linjen a ha en gemensam punkt. I annat fall sigas de ligga pa samma sida om a.

Med hjalp av II: 4 bevisas utan svirighet foljande sats:

Sats 5. Ligga i planet o punkierna 4 och B samt 4 och C pd swmma sida om rita lnjen a,
ligga dven B och C pd samma sida om lhenne. Ligga A och B samt A ock C pi var sin sida om a,
ligga dven di B och C pd samma sida. ligga ddaremot A oeh B pa samma, men A och C pi molsatt
sida om a, ligga B och (' pi molsall sida om a. ,

Sammanfattningen av de punkter pi en rit linje .15, som ligga pd samma sida om ., kallas
vinkelbenet AB. Ligger .1 nellan B och B, innehilla vinkelbenen A3 och 4B samtliga punkter
pd rita linjen 4B. Vinkelbenet B4 diremot innehdller samtliga punkter pd striickan 4B och
vinkelbenet 4B'. Vinkelbenet .1/) siges ligga mellan vinkelbenen 4B och (', om en riit linje

B¢, som skiir dessa senare tvd vinkelben i B och (' respektive, skiir vinkel-

benet 4/) i en punkt 1), som ligger mellan B och (. 83 fort si ir forhallan-
C det med en enda riit linje BC, intriiffar det tydligen for varje rét linje, som

triiffar vinkelbenen B och 4C i tva godtyckliga punkter B och (". (Anviind

IL:4 pid trianglarna BCB' och B'CC".) Vi formulera nu foljande sats, som

Euklides i ett flertal bevis anvédnder utan att uttala:

Sats 6. Varje vinkelben A1), som ligger mellan tvd vinkelben AB och AC,
har den egenskapen, att var och en av dess punkter ligga pi samma sida om rita
linjen AL som punkten (' och pd samma sida om A(' som B. Omvint, varje punki,
som har dessa senare egenskaper, tillhor elt vinkelben AD, som ligger mellan vinkel-

E venen AB och AC

Vad den forra delen av satsen betriiffar, fir den redan si gott som he-
visad. Enligt antagandet skulle ju pd vinkelbenen 473 och AC finnas punkter
B och C, en pa vardera, si att strdckan B(' och vinkelbenet .11) igde en
gemensam punkt. € och D ligga siledes pd samma sida om réta linjen 4B.
Ar D’ en annan punkt pi vinkelbenet 4D, ligga ju D och 1)’ pd samma
sida om ., siledes pi samma sida om rita linjen AB. Di sival ' och D)

B  som D och I ligga pi samma sida om ADB, ligga iiven D’ och C pi samma

Iig. 2. sida om 4B (sats 5). Pi samma siitt visas, att B och D’ ligga pa samma

sida om riita linjen AC. i

Antaga vi nu, att (' och D) ligga pd samma sida om réta linjen 4B och 3 och /) pd samma
sida om  AC, kunna vi férst och frimst bevisa, att rita linjen .11 mdste skira strickan [C.
Ar ndmligen B’ en sddan punkt pad rita linjen AB, att B och B ligga pA var sin sida om .,
miste linjen 4D rika en av strickorna BC eller B'C (Il :4). Rakade den B'C i E, miste varje
punkt pd vinkelbenet 4E ligga pi samma sida om rita linjen 4C som B, siledes ej pd samma
sida som B, di ju B och B’ ligga pi motsatta sidor om AC. [) kan sdledes ej tillhoéra vinkel
benet AE. Att den ej kan tillhora det vinkelben AE’, som tillsammans med vinkelbenet .1 FE
utgér hela rdta linjen A E, dr klart, ty £ och (* ligga pi samma, men K och FE', siledes ocksi
E och €, pa motsatta sidor om riita linjen 4B. Rita linjen 4/) rakar siledes strickan BC i
en punkt D'. Att punkten /) miste ligga pd vinkelbenet 47, dr ju di klart, ty om ej D och
D' lige pa samma sida om 4B, d. v. s. pd samma sida om 4, skulle D och C ligga pd mot-
satta sidor om 4B, di I’ och C ligga pid samma sida (sats 5). Men enligt antagandet ligga
D och € pid samma sida om AB. D ligger silledes pi vinkelbenet A471), . v. s. vinkelbenen 4D
och A" sammanfalla. Vinkelbenet 4D ligger siledes mellan vinkelbenen A4/ och AC, ty si iir
ju forhillandet med vinkelbenet 41V

De anordningssatser, som behovas for den plana geometrien, iiro nu formulerade. Vi dvergi
till dem, som behovas for den tredimensionala geometrien. Punkterna 4 och B sidgas ligga pa

Cl
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olika sidor om planet «, om stiiickan .15 och planet « ha en gemensam punkt. I annat fall
sigas de ligga pa samna sida om «. Den del av ett plan «, som ligger pd sannna sida om
villa linjen a eller 4B som den utom a beligna punkten C, kunna vi kalla halvplanet aC (4 BC
eller BAC). Ett halvplan aC siges ligga mellan tvd halvplan ad och aB, om strickan 4B och
halvplanet a(’ ha en gemensam punkt. Foljande sats bevisas pad samma sitt som de foregdende.

Sats 7. Ligga punkterna A och B samt A ock C pd samma sida om planet o, ligga ocksd punk-
ferna B och € pd camma sida om o. Ligga sivil A och B som A4 och C pd motsatta sidor om «a,
ligga I3 och C pa samma sida. Ligga diremot 4 och 13 pd samana, wen 4 och C pi molsatt sida om
a, ligge B och C pdi motsatt sida om wu. Varje halvplan aC, som ligger mellan halvplanen ad och aB
har den egenskapen, att var och en av dess punkter ligger pa samma sida om planet ad som punkten
B och pi samma sida om aB som A. Omvdnt, varje punkt, som har dessa senare egenskaper, (illhijr
ett halvplan, som ligger mellan halvplanen a och abB.

Det Dbor observeras, att vinkelben fran samma punkt och i samia plan och halvplan frin
samma riita linje ej satisticra alla axiomen 11:1—3 (ej hela II:3). Diremot gilla satserna 1,
2, men ¢j nidvandigt sats 3.

Nu ha vi samlat alla hehovliga anordningssatser. Att Euklides stoder sig pd motsvarande
anordningssatser, dr ju alldeles tyvdligt. Speciellt anviinder han mycket ofta sats 6 (I: 16 o.s. v.).

§ 3. Den projektiva geometrien.

Ovan anforda axiom brukar man sammanfatta under benimmningen de grafiska axiomen.
Med deras tillhjalp kan en ling serie av satser bevisas, forst och frimst f6ljande intressanta sats:
Desargues’ sats.  Om ted trianglar ABC och A'B'C dro si beligna, att vita linjerna AA', BI,
CC gi genom sanma punkt P, och om rita linjerna ADB och A'DB', AC och A'C’, BC och E'C' skira
varandra i D, E, F respektive, skola dessa tre punkter ligga © it linje. Omuvédnt, om dessa tre par
av rata liger skira varandra i de tre punkterna D, E, F respek-
tive, som ligga © vat linje, gar (" genom snittpunkten P till A4’ A
och BB'.

Den forra delen av satsen ir sjialvklar, om trianglarna
ej ligga 1 samma plan, tv da ligga D, E, F pi snittlinjen
mellan planen 4BC" och A4'B'(". Omviindningen ér ocksd klar,
ty dd komma de tre linjerna 44’, BB, (‘C' fram som snitt-
linjerna mellan de tre plan, som gi genom 4B och 4'B', A(
och 4'C’; BC och B'C' respektive.

Ligga trianglarna i samma plan, vore satsens forsta del
likaledes bevisad, om man kunde finna tvd punkter S och §
och en triangel 4,B,0,, si att S4, gar genom 4 och S'4,
genom 4',SB, genom f3 och S'B, genom B’ o.s. v. Di kunde
man niamligen tillampa satsen pi trianglarna 4B och .14 B, (',
A"B'C’" och H4,B,Cy. Med andra ord, punkterna D, K, F komma
att ligga pd snittlinjen mellan planen 4BC och 4,85,(,. Nu
ir emellertid tydligt, att hur &n S och §' viiljas pd en riit
linje genom I, maste S4 och S'4' ligga i ett och samma
plan, likaledes SB och S'B’ samt SC och S'C'. Finge man Fig. 3.
stodja sig pi parallellaxiomet, vore det synnerligen enkelt att
vilja S och S s&, att dessa tre par av rata linjer skiira varandra i tre punkter, d4,, B,, C, re-
spektive. Men det gir iven utan parallellaxiomet genom att stodja sig pa I1:4.

Det ir for det forsta tydligt, att om alla tre punktparen d.d', BB, CC’ pa var sin rita linje
genom punkten P ligga pd samma sida om demma punkt, rita linjerna S+ och S'A" skédra var-

' Denna paragraf kan forbigis. di Jdess innehdll ej fordras for begripandet av framstiillningen i ovrigt.
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andra i en punkt d4,, SB och S'B' i B,, SC och §C' i (, hur d&n S och §' valts, om blott P
ligger mellan S och §' pa rita linjen S8t Ligga for det andra alla tre punktparen A4', BB,
CC' pd var sin sida om P, vilja vi S och 8 pi en rit linje genom P och pd samma sida om
P. Det ar nu latt att inse, att 4,, B,, C, existera. Skulle for det tredje 4 och 4’ ligga pa
var sin sida om P, men de bida andra punktparen pi samma sida, vdlja vi S efter behag, 4,
pi rita linjen A4S, s& att A ligger mellan S och 4,. D4 maéste rdta linjen 4’4, skiira linjen SP
i en punkt §, si att P ligger mellan & och §'. 84 och S'4' skidra varandra siledes i 4,. Men
eftersom S och §' ligga pd var sin sida om P, Boch I pd samma sida om P, skidra SB och §'B
varandra i en punkt B,. Av samma skil existerar dven snittpunkten C, mellan SC och S'C'.
Ligger for det fjirde A och A’ pi samma sida om P, vilja vi S efter behag och § pi riita
linjen SP pd samma sida om P som §, si att S" och 4’ komma pi var sin sida om rita linjen
S4. DA skires denna senare alltid av linjen §'4’. Snittpunkten B, mellan SB och §'B’ existerar
alltid, ty B och B’ ligga pd var sin sida om P, men S och § pi samma sida om P. Nu éro
alla fall behandlade. Det &dr siledes alltid mojligt, att, sedan S valts efter behag utom triang-
larnas plan, pd rita linjen SP vilja en punkt S, s att S4 och 84’ skiira varandra i 4,, SB
och §'B' i B,, SC och S'C' i C,. Satsens forra del dr bevisad.

Satsens senarc del bevisas indirekt. Vi veta, att ), E, F ligga i riit linje, och skola Dbe-
visa, att rdta linjen CC’ gir genom snittpunkten P mellan 44" och BB'. Om si ej vore for-
hallandet, beteckna vi med C” snittpunkten mellan riita linjerna CP och B'F och tilliimpa den
forra delen av satsen pa trianglarna A4BC' och A'B'C”. AB och A'B skidra varandra i D, B( och
BC’ i F. Da miste 4'C" g genom snittpunkten E mellan 4(' och DF. Men genom denna
gar aven A'C'. A'C’ och A'C" maéste sadlunda sammanfalla, di de bestimmas av 4’ och E.

Detta bevis vilar pi forutsittningen, att rita linjerna CP och B'F verkligen rika varandra.
Projiciera vi var plans figur fran en punkt O utom trianglarnas plan, motsvaras varje punkt 4
i den plana figuren av en rit linje @ genom O och varje rdt linje AB i den plana figuren av
ett plan ab genom 0. Det indirekta beviset kan féras i den av rita linjer och plan genom O be-
stdende figuren pi samma sitt som i den plana figuren. Men planen OCP och OB'F skira
varandra alltid lings en rdt linje «'. Denna bevisas nu sammanfalla med rita linjen
d. v. s. 0C.

Desargues’ sats, som saledes ldtt bevisats genom att i det tredimensionala rummet utfora
enkla konstruktioner. kan ddremot endast med stor svarighet visas vara riktig, om man endast
far rora sig i det for de bdada trianglarna gemensamma planet. Hilbert? har visat, att varje si-
dant bevis maste férutsitta bekantkap med vissa kongruenssatser. Men iven med deras tillhjilp
ar beviset langt ifrdn enkelt, utan blir tviirtom 1 hoég grad komplicerat.

Trianglar med de egenskaper, som Desargues’ sats fordra, kallas perspektiva trianglar. Pro-
jicieras tvd perspektiva trianglar i samma plan frin en punkt utom detta plan, erhilla vi
en figur, som vi kunna anse besti av tvd »perspektiva trekanter>. Deras homologa kantlinjer
ligga parvis i tre plan genom samma rita linje, och deras homologa sidoplan skiira varandra i
tre rita linjer, som ligga i samma plan. Varje plan figur motsvaras for ovrigt av en figur i en
punkt O, =it att tre punkter pa en rit linje « i planet svara mot tre rita linjer i det mot a
svarande planet . Tvd punkter 4 och B i planet ha en enda forbindelselinje AI3; de motsva-
rande rita linjerna « och # i O ha ett enda forhindelseplan ab. Under det att dédremot tva plan
a och A1 O alltid ha en enda snittlinje ¢, hehiva de « och @ motsvarande riita linjerna a och
h i planct ej ha nigon snittpunkt C. TFinns en sidan, finns ju emellertid endast en. Figuren
i 0 har siledes fullkomligare egenskaper fin den motsvarande plana.

Sadana fullkomligare egenskaper kunna vi frampressa i planet genom att pa limpligt sitt
utvidga begreppen punkt och 1it linje. Givet #ér planet « och en en punkt (O utomn denna. Mot
en riit linje a genom (O svarar ibland en punkt 4 i «, snittpunkten mellan @ och 4. Existerar

! Lasaren bor sjialv rita figurer.
? Se hans ' Grundlagens.
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¢j denna snittpunkt, existera dock i « en oiindlig mingd rita linjer p, som &ro snittlinjer mellan
planet « och planen = genom a. Vi siiga, att alla dessa vita linjer p gi genom en och samma oegent-
liga punkt A. Oegentliga punkter A, B, C sigas ligga pd samma rila linje, om de motsvarande rita
linjerna a, b, ¢ genom O ligga i ett och samma plan 3. Skar detta plan planet « i en riit linje,
ligga 4, B, C pi en egentlig rit linje. Om ej, ligga de

pit en oegentlig rit linje.

Vi skola nu genom en plan konstruktion bestimma
den rita linje ¢, som gir genom en egentlig punkt C i
planet « och den oegentliga punkt, som bestimmes av
de 1 o beliigna, varandra ej skdrande riita linjerna a och A
b. Vilj punkten 4 pid a och punkten B pi b efter be-
hag samt A" pi a och B’ pd 4, si att de tvd senare punk-
terna ligga pd var sin sida om linjen 4AB! DA skira
linjen AB och strickan A'f#' varandra ien punkt D. Vilj
pi linjen AC punkten E si, att D och E ligga pd var
sin sida om linjen BC! DA skir rita linjen BC strickan A
DE i en punkt F. Tillimpa II: 4 pi triangeln A'DE och /
rita linjen B'F! Denna rita linje maste riaka strickan
A'E 1 en punkt C', ty den rikar strickan DE, men ej Fig 4.
striickan 4’'D. Réta linjen CC ir den sokta.

AB och A'R skidra varandra i D, ACoch 4'C’'1 E, BC och B(" i F, och de tre punkterna
D, E, F ligga i riit linje. DProjicieras figuren frin en punkt 0" utom «, fi vi siledes tvi per-
spektiva trekanter. De mot A44', BB och (/C' svarande planen i 0 gi siledes genom samma
riita linje, den mot den oegentliga snittpunkten mellan a och / svarande rita linjen genom (.
GA dirfor de tre rita linjerna a, 4, « genom en och samma oegentliga punkt, svarande mot riita
linjen p genom den forst givna punkten O, gi ocksd planen O'a, (Vl, O'¢c genom en och samma
vita linjen p/. hur dn O ir vald utom «.  Punkten O spelar darfor ingen roll framfér andra
punkter utom a. Detta ddagaldgges tydligt, om vi ge-
nom en plan konstruktion l6sa filjande problem:

Givna #dro 1 planet « riita linjerna AB, AF, DE,
('F, ('E, dir 4, B. (' dro egentliga punkter, £ och F
oegentliga. Bestdm snittpunkten 1) mellan riita linjerna
AB och EF genoni en egentlig rit linje, somn skiir
AB i D! ‘

AF och BE =kira varandra i den egentliga eller
ocgentliga punkten C. Vilj pa rita linjen ('C’, som alltid
kan konstrueras som i firegaende problem, om C iir oegent-
lig, punkten P si, att P och 4 ligga pa émse sidor om
linjen C'F. Denna skiires dd av linjen P4 i en egentlig
punkt 4'. PB och C'E skira varandra i /¥, =om far vara
oegentlig. A'B’ ir dd den egentliga rita linje, som skiir
411 D.

Projiciera vi nimligen figuren frin var punkt 0, mot-
svaras »trianglarna» ABC och 4'B(" av perspektiva trekan-
ter. Diirfor ligga OD. OE. OI1 riit linje. Viiljes en annan
punkt ¢/, visas pd samma siitt, att 0'D, (YE, O'F ligga 1 riit linje. Det iir siledes till fullo ddagalagt,
att den utvidgning av begreppen punkt och rit linje, som vi foretogo med tillhjidlp av punkten 0, ér
si beskaffad, att om de cgentliga eller oegentliga punkterna A, B, Ci planet « ligga pi en egentlig
eller ocgentlig riit linje, ligga linjerna O'4. O'B, O'C i samma plan, hur in )/ tages. Det ir
vidare visat, att om de egentlign rita linjerna a, #, ¢ gd genom samma egentliga cller oegentliga
punkt, gi planen 0a. O'h. (V¢ genom samma riita linje.  Bevisen stidde sig pi Desargues’

D




14

sats.  Det ir klart, att dessa bhevis kunna utforas, diven om nagon eller nagra av a, b, ¢ éro
oegentliga.*

Vara konstruktioner bli sirdeles intressanta, om de behandlas frin parallellteoriens stind-
punkt. Det dr tydligt, att problemet att draga en parallell till linjen a genom en punkt 4 kan
I6sas med linjalen ensam, om en parallellogram Ar given. Det dr ocksd tydligt, att om paral-
lellaxiomet nu inférdes, skulle vara oegentliga punkter bli just punkterna pd oindlighetslinjen,
den enda oegentliga rita. linje, som i existerade i ett plan. Antages daremot ¢j parallellaxio-

‘ met, ha vi dock visat, att det iir mgjligt att utvidga
hegreppen punkt och rit linje, si att samma effekt
astadkommes, som dd ofindlighetspunkterna och
/ oiindlighetslinjen adjungeras, niimligen att tva riita

linjer 1 ett plan alltid fa en snittpunkt.
Yavi Innan vi ldmna Desargues’ sats, ir det av in-
tresse att betrakta vidstiende fullstidndiga fyrsiding
A HLEKM, vars sidor HL och KM gi genom 4, HM
och KL genom B, under det att diagonalerna HK
A och LM pi den tredje diagonalen 1B utskiira C och
C B O p, Punktparen AB och CI) kallas som bekant
Fig. 6. harmoniska. Aro 4. B. C bestimda, iir ocksa D fullt
' bestimd, ty gi H'L' och KM genom 4, K'H' ge-
nom C, K'I" och H'M' genom B, maste L'M gi genom 1) av foljande skiil. Emedan homologa
sidor 1 trianglarna HLK och H'L'K’ skiva varandra i A, B, C, gi HH', LI’ och KK' genom
samma punkt P. Men dven i trianglarna KMH och KM H' skira homologa sidor varandra i
4. B. C. Siledes gir ocksda MM genom snittpunkten P mellan HH' och KK’. Dia nu bade
LL, KK och MM gi genom P, skira homologa sidor i trianglarna LEM och L'K'M var-
andra i tre punkter. som ligga i riit linje. Tva av dessa iiro - och B. Den tredje ir siledes
D, som dirfor ir entydigt bestamd av fyrsidingen HLEM.

Nu kan teorien for harmoniska punkter och harmoniska element i ett knippe éver huvud
taget utvecklas. Sarskilt intressant blir foljande konstruktion. 0, E;, 7 d&ro givna punkter pa en
rit linje. De projicieras frin S i ¢/, E';, " pA en annan rit linje genom (7, fran S’ pa SU i
punkterna E',, E,, (. E, projicieras fran S i E,. Tydligen iro OE, och F,{/ harmoniska
punktpar. Ur E;, E, och [’ konstrueras K, pi smmma siitt som E, ur O, K, och . Denna
konstruktion kan fortsittas hur linge som helst.
Alla E falla pd strickan OU. Det kan med de hit-
tills anforda axiomen e¢j Devisas, att punkterna
E, hopa sig vid . (iora vi detta antagande och
fortsitta konstruktionen genom att draga E, I, somn

Vard

. , . : . R )
skidr 0S i S,, S, E,, som skir o'U i = ! och «lut-
I n
- .

. ‘\E ’ . T o LI :
ligen 7} som skir OU i £ fir det dels tvdligt,

att man i detta ndt kan konstruera punkten £ med o E,f Z, £, v
godtyckligt vald rationell index, dels kan det he- Fig. 7.

visas, att 4t de punkter pd strickan OC, som ¢j

bli behiftade med rationell index, kan ges ett fullt bestinit positivt irrationellt tal till index. Dessa
indices kunna hetraktas som koordinater for punkterna pi strickan OC. Ar X en punkt pad rita
linjen OU, som ej ligger pa strickan OU, ligger den fjirde harmoniska punkten K, till 0, U, X
pid denna stricka och fir siledes en fullt hestimd koordinat s Vi ge X koordinaten — p. Varje
punkt pd rita linjen OU fir sdledes ett fullt bestdamt tal till koordinat, si att aldrig tvd punk-

" Kven hegreppet plan kan pa lampligt siitt utvidgas, s& att forknippningsaxiomen lortfara att vara giltiga,
och si att dessutom tvd plan eller en vit linje och ett plan stiindigt rikas.
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ter i samma koordinat. Det intressanta i saken #r siledes, att koordinater pd en riit linje och
diirmed ocksd i planet och det tredimensionala rummet kunna inforas oberoende av méittbegreppet,
endast med hjidlp av Desargues’ sats. Naturligtvis har detta forfarande hiir endast skisserats. En
utforlig tframstillning fordrar ett betydande utrymme. Det kan tillaggas, att ckvationerna for riita
linjer och plan Dbli av forsta graden, och att hela den rena projektiva geometrien nu kan
uppbyggas.

§ 4 Peanos grafiska axiom.'
Peano har formedels rita linjer definierat planet. Hans tillvigagingssiitl dr av stort intresse,
emcdan det sitter en i stind att studera geometrien i rum av hur minga dimensioner som
helst. Han konstruerar ndmligen rum av godtyekligt

dimensionstal. Vi)
Vi utgd fran I[: 1-—2 och IT: 1—3, antaga, att det
gives lre punkter. som e ligga < it linje och ersitta II: 4 D F

med foljande axiom: dro A. B. C tre punkter. som ej

liggee © viit linje, D en punkt pa  striickan AB samt X en

punkt pa strickan DC. finns det pi strickan BC en sddan

punkt F, att I ligger pi strickan AF. Man kan nu bevisa A I
foljande sats: .o 4, B, (' tre punkter, som ¢ ligya i it Fig. 8

binge, D en punkt pa strickan AB och K en punkt pa strickan T

BC. ha striickorna CI) och AF en gemensum punht E.

Med planet ABC menas sammanfattningen av de punkter, som ligga pd rita linjerna i de
tre linjeknippen, som gi -genom triangelns hornpunkter, s att en linje i det genom A giende
knippet bestimmes utom av A4 av en punkt pi striickan B(. Dessa tre linjeknippen ha alla
punkterna inom och pd begriinsningen av triangeln ABC gemensammma, men sakna for dvrigt
gemensamma punkter. '

Nu bevisas, att, om 1) ligger pd striickan AC, planen ABC och ABRD sammanfalla, si att
varje punkt i det ena planet ligger i det andra planet. Typiskt for detta bevis och samtidigt
besviirligast iir uppvisandet av foljande: Om F ligger pd strackan 4B och P dr en sddan punkt
pd linjen DF, att F ligger mellan 1 och P, tillhor P planet A4BC. Enligt definitionen tillhor
den ju planet 4BD. Tillimpa vi pd triangeln AC'P det nya axiomet, iir det tydligt, att rita
linjen AF rikar strickan CP i en punkt L. Ligger B mellan 4 och L, skér enligt samma

4 axiom linjen BP striickan AC' i ndgon punkt, och da tillhor

P planet ABC. Ligger L pa strickan 4B, vilket dr den enda
dterstiende mojligheten, tillhor P en av linjerna CL 1 knippet
genom C, som enligt definitionen tillhora planet ABC. Pa
£ motsvarande siitt fores beviset for alla andra ligen av punkten P.
Ar nu € en punkt i planet AB(, maste den tillhdra ni-

. gon av de tre linjeknippena. Antag, att C’ligger pa rita linjen
/ BD, dir D ligger pad striickan AC. Vi ha bevisat, att planen
C AB(' och ABD sammanfalla och kunna pi samma sitt bevisa,
2 att planen ABD och 4BC, siledes ABC och 4B(C" sammanfalla.

L . P4 liknande sidtt kunna vi bevisa, att planen 4BC" och AB'CY

Fig. 9. ' sammanfalla, om B’ ligger i planet 4BC. Eller: Ett plan ir

bestiimt av tre sina punkter, vilka scin helst, blott dessa ej ligya © vdt linje.

Nu antages som axiom, att det finns fyra punkter A, B, C, D, som e ligya i samma plan.

Dessa Dbestimma ctt »rum», som bestir av sammanfattningen av alla de punkter, som bestimmas
av f6ljande fyra system av riita linjer. Det ena bestir av linjerna genom A4 och punkterna inom
och pd begriinsningen av triangeln BCD. De tre oéviga genom B, C, 1) bestimmas pi liknande

! Se Schur, Grundlagen der Geometrie, Berlin und Leipzig 1909.
Denna paragraf innehéller ej nigot fér den foljande framstiillningen nidviindigt och kan darfor forbigas.
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gitt. P& samma sitt som for planet visas, att ett »rum» &r bestimt av fyra av sina punkter,
vilka som helst, som ej ligga i samma plan. Det dr vidare klart, att om en rit linje 4B gir
genom de till planet « hérande punkterna 4 och B, si tillhor linjen AB helt och héllet detta
plan, ty 4 och B kunna jimte en tredje punkt bestimma detta plan och siledes tillhér 4B
enligt definitionen detta plan. Av samma skil dr det klart, att ett plan, som gir genom tre
av ett »rums» punkter, helt och haillet tillhéra detta plan. Anordningssatserna i § 2 gilla 1
varje srum». Nu dr det litt att bevisa, att tvd plan i samma »rum>», som ha en gemensam punkt
4, ocksd ha dnnu en gemensam punkt B, siledes en gemensam rit linje.

Finnas nu utom ett »rum» punkter, kan man definiera ett »fyrdimensionalt rum» pd samma
sitt som ovan ett tredimensionalt och studera de grafiska satserna i ett sidant. Det finnes ingen
grins for antalet dimensioner, som kunna konstrueras, och detta utan att infora andra axiom
in sidana, som postulera existensen av punkter utom det rum, som senast undersokts. Det ar
just detta faktum, somn gér Peanos system sd intressant. Givetvis &r hans definition av planet
1 och for sig av ej ringa intresse. '

§ 5. Kongruensaxiomen.

»Die Axiome dieser Gruppe definieren den Begriff der Kongruenz und damit auch der Bewegung.

Erklarung. Die Strecken stehen in gewissen Beziehungen zueinander, zu deren Beschreibung
uns die Worte »kongruent» oder »gleich» dienen.»

III: 1. Om A och B iro tva punkler pd en rit linje a och vidare A’ en punkt pi samma eller pa en
annan rit linje a', sa finns det pa varje sida om A' pa rita linjen a' en enda punkt b', si att strickan
AB dr lika med strickan A'B' (AB = A'1').  Varje stricka dr lika med sig sjilv (AB = AB, AB = BA).

Med andra ord pd en rit linje i en given punkt 4 pid denna och pid en given sida om 4,
kan man »avsitta» en enda strdcka, som #r lika med en given stricka.

II1: 2. Om AB = A'B'" och AB = A"B", s4 dr A'B-= A"D".

II: 3. Om punkten B ligger mellan punkierna A och C samt vidare B’ mellan A’ och (', och
om dessutom AB = A'B' samt BC = B'C', sd dr ocksa AC = A'C'.

Med tillhjilp av detta axiom kan man bevisa foljande viktiga sats: Ar AB = A'B' och
BC = B'C'" samt ligger B mellan A" och C' och B och C pd samma sida om A pi rita linjen AB,
ligger B mellan A och C.

Om ej B ligger mellan 4 och C, skulle enligt antagandet C ligga mellan 4 och B. Viljdi E
sd, att B ligger mellan A4 och E samt BE = B'C’! E och C kunna séledes ej sammanfalla. Enligt
II: 3 dr AE = A'C, siledes ocksi AE = AC (ILL: 2), vilket strider mot IIL: I. Satsen éir da bevisad.

Strickan  AB  siges vera storve dn strickan A'B, om det finns en punkt C mellan A och B, sd
att AC = A'l}.

Twi strichor dro siledes antingen lika stora eller ocksd dr den ena storre in den andra. DBeteckna
a, b, ¢ tre strickor och a>0 samt b>¢ gilla, giller enligt anordningssatserna a>>c.

Axiomet III: 3 tilliter oss sdledes ej blott att definiera summan av tvd strickor utan ocksi
skillnaden mellan tva strickor. Ty ligger B mellan 4 och C samt B’ och C’' pa riita linjen 4'B'
p& samma sida om A’ och dessutom AC = A'C', 4B = A'F’ gilla, miste B' ligga mellan 4’ och
C’ och dessutom BC = /¥'(f giilla. Beteckna a, b, ¢ tre strickor gilla tydligen a + b = b + gq,
a+ 0 -+e)=w+b+c a+b>b och a>a—0b (for a>b). Eller: Strickor dro storheter 1
Euklides mewmg, ty bogiippen tika stidckor och stérre strickor samt summa och skillnad av strdckor dro
definerade, och huns storhtsaxiom (1—7, 9) gdlla for stréckor.

Tva vinkelben 4B och .IC sigas bilda vinkeln BAC eller CAB (A BAC). De mellanliggande
vinkelbenens punkter dro vinkelns inre punkter.

Erkldrung. Die Winkel stehen in gewissen Beziehungen zueinander, zu deren Beschreibung
uns ebentfalls die Worte kongruent oder »gleich» dienen.»
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[11: 4. Om BAC ir en given vinkel och A'D' ett givet vinkelben i planet o, finnes i defta plan ett
enda vinkelben A'C’ pd en bestimd sida om rdta linjen A'B', si att vinkeln B'A'C' dr lika med vinkeln
BAC (NB'A'C = ANBAC). Varje vinkel dr lika wmed sig sjilv (ANBAC = ABAC, ANBAC = N\(CADB).

I11: 5. Vinklar, som dro lika med en och samma vinkel, dro lika.

HLEG6. Om i tvd trianglar ABC och A'B'C’ foljande likheter gilla :

AB == A'B, AC = A'C’, ABAC= ABAC,
gilla ocksai likheterna:
ANABC = NABC, NACB = NACHE.

Att det sista axiomet ej kan undvaras, har Hilbert visat i sitt arbete. DMed dess tillhjilp
kan man litt visa, att BC = B'(". Vore si ej forhillandet, vore endera storre, exempelvis 2C > B'("
D4 funnes pd striickan BC en punkt D, si att BD = B'C’. Pa trianglarna AB1) och A'B'C kan
da II1: 6 tillaimpas, ty A ABD = AA'B('. Siledes gillde ABAD = AB'A'C' = ABAC, vilken
likhet strider mot III: 4, eftersom vinkelbenen 4D och AC ligga pi samma sida om riita linjen
AB. siledes giller, ddrest vi kalla tvil trianglar kongruenta, om deras homologa sidor och vinklar
dro lika:

Nats 1. (Forsta kongruensfallet). Owe tvd sidor och mellanliggunde vinkel ¢ en triangel iiro lika
med motsvarande element © en annan triangel, sd dro dessa trianglar kongruenta.

Pa det siitt Iuklides anvinder, visas redan nu: .

Sats 2. (Forsta delen av tredje kongruensfallet). Om tvi vinklar och mellanliggande sida i en
lriangel dro lika med motsvarande element ¢ en annan triangel, dro dessa Urianglar kongruenia.

Sats 3. Om tvd vinklar ABC och A'B'C’ iiro lika, dro ocksa c
deras sidovinklar (!BD och ("B'D’ lika.

Placera punkterna A’, (¢, D' pd var sitt av vinkelbenen
BA, BC, BD, si att A'B = AB, ('B' = CB, B'I) = BD.
Di iir dven 41 = A'D). Trianglarna ABC och A'B'C’ dro kon-
gruenta enligt sats 1; silledes Ad = Ad’, 4C = A'C". Men
dd diro trianglarna CAD och C'4' D" kongruenta enligt samma sats. b
Siledes AD = AD' och CD = CD'. Nu kunna vi tilll'impa'q Fie f?
samma kongruensfall pd trianglarna (DB och C'D'B'. Siledes e T
ir ACBD — NCBD.

SNats 4. Om NAOBR = NA'O'B och vinkelbenet OC ligger mellan vinkelbenen OA och OB, finns
det ett enda vinkelben O'C" mellan (VA" och 'R, s@ att A\ BOC = AB'O'C- Men dven \ AOC = NA'0'C".

Viilj 4’ och B pd vinkelbenen (A’ och O'B'-si, att

2% A" = 0d och (/B = 0B. Di dro trianglarna A0OB och
B \ . A'O'B" kongruenta enligt sats 1, siledes AB = AP, AB =
~C = A'B'. Vinkelbenet OC skiir strickan 4B i punkten C.

Viilj ¢ pad strickan 4'B, si att B'C’ = BC. Da édro triang-
larna OBC och (/B'C’ kongruenta (sats 1), och vinkeln BOC
ir lika med vinkeln B'O'C'.  Att O'C’ ar det enda vinkel-
benet pad samma sida om rita linjen O'B° som punkten 4’
siledes ocksi det enda vinkelbenet imellan vinkelbenen ('’
och O'F', som uppfyller villkoret AB'O'C' = ABOC, fram-
gar av II1: 4. Den forsta delen av satsen ir silunda bevisad.

Trianglarna COB och C'O'B’ bevisades vara kongruenta. Siledes dr BC = B'CY, 0C = 0'C’
och ABCO = ADB'CO, siledes ocksd NACO = AA'C'O (sats 3). Men ur AB = A'B’ och BC =
= B'(! foljer AC = A'C'. DA iro trianglarna 4('0 och A4'(" () kongruenta (sats 1), ". A 40C = A A'0'C".

Da bevisas med litthet foljande sats. :

Sats 5. Om ANAOB — ANA'OB, NBOC — ABOC och de ire vinkelbenen 0., OB, 0OC iiro
ordnade pd samma sitt som vinkelbenen O'A', OB, O'C', dir NAOC — NA'OC.

Pa samma siitt som fir striickor kunna vi nu for vinklar infora begreppen storre och mindre
och visa, aftt dven for vinklar de allminna stovietsariomen gilla.

3
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Vi kalla som vanligt varje vinkel, som ir lika stor som sin sidovinkel, for en riit vinkel.
Vi kunna nu bevisa det eul\lldelsl\a axiomet:
D" p Sats 6.  Alla rita vinklar dro lika stora.
Antagande: A BAD = ACAD och 4 mellan B och C samt
ANBA'D = ANCAD och A" mellan B och (.
Om di ABAD ej vore lika med ABA'D, vilja vi vinkel-
benet A" pi den sida om BC i planet ABD, som D tillhor, si
\ att ABAD" = ABA'D'. Dia maste A1) antingen falla mellan
vinkelbenen 4B och 4D eller AC och 4D (II: 4). Antag, att’AD"
ligger mellan AB och AD. Di ligger tydligen 4D mellan A" och
A pay AC. Eftersom vi nu kunna betrakta vira vinklar som storheter,
kunna vi med stringt fasthillande vid vira definitioner uttala fél-
Fig. 12. jande olikheter:
ANCAD" > ACAD = ABAD > ABAD".

Men vi veta, att ABAD" = ABAD, siledes ANCAD"' = ANCA'D (sats 3), och eftersom
AB'AD = NCAD, ir siledes ABAD' — ACAD", vilken likhet strider mot olikheten, som
vi nyss bevisade. Siledes kan ej vinkelbenet AD" falla mellan vinkelbenen 4B och AD. Pi
samma sitt bevisa vi, att det ej kan falla mellan AC och 4AD. A4D" och AI) sammanfalla sd-
lunda, och satsen dr bevisad. Vi ha di ocksi bevisat, att i punkten 4 pi'rita linjen a finnes
i planet o genom a higst en normal, som gir genom .

Sats 7. Om tvd sidor 1 en lnanqel d@ro lika stora, s dro de motstiende bmklm na lika stora, och
om tvd vinklar dro like stora, dro de motstiende sulorwa lika stora.

Ar 4B = AC, si ir triangeln ABC kongruent med sig sjilv, si att 4 motsvarar sig sjilv,
B och (' motsvara varandra (l:a kongruensfallet). Medels 3:dje kongruensfallet visas, att den
pd samma sitt dr kongruent med sig sjilv, om tvd vinklar
iro lika. C

Sats 8. (Andra kongruensfallet.) Trianglarna ABC och
A'B'C’ dro kongruenta, om AB = A'B', AC = A'C’ och BC = B'(C'.

Vilj i planet ABC vinkelbenet AC”, si att C och (" falla
pa var sin sida om rita linjen AB och AC'AB = ANC'AB, A4
samt gor AC' = A4'C' = AC. Di #ro trianglarna ABC"” och
A'B'C’ kongruenta. Striickan CC” skir rita linjen 4B i en
punkt D. Enligt sats 7 4r ADC4 = ADC’4 och ADCB =
= ADC"B. Enligt sats 5 dr di, hwu dn D ma ligga pé riita Yol
lm]en AB, /\A(’B == NAC"B = NA'C'B'. Trianglarna ACB
och A'CR iro s‘lledes kongruenta enligt 1:a kongruens- Fig. 15.
fallet.

§ 6. LEKuklides I: 1—28.

En del av de satser, som pétriiffas i Kuklides' forsta Lok, iiro redan bevisade. Nu giiller
det forst och friimst att ta itu med de viktigaste av hans problem. Sasom redan férut ammirkts,
firo de euklideiska problemen att betrakta som existensbevis, ej som praktiska konstruktioner.

Forst visa vi, att pd varje stricka AB i varje plan a genom linjen AB en likbent triangel existerar.
Drag genom A i « en riit linje och viilj pa denna en punkt C efter behag. Ar nu ACAB —
= ACBA, #r uppgiften 16st. Om ej, sd ir en storre, exempelvis ACAB > ACBA. Da finnes
mellan vinkelbenen 4B och AC ett vinkelben A1), som skir strickan BC i D, si att A DAB =
— ACBA = ADBA. 'Triangeln DAB ir di den begirda (sats 7).

For att konstruera mittpunkten pd strickan AB, upprita vi i samma plan tvi likbenta tri-
anglar DAB och D'4B, si att D och D' falla pi var sin sida om rita linjen 4B. Linjerna
DIV och AB skira varandra i punkten E. Det iir Jitt att bevisa likheten |AE = BE. Att E
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ligger pa striickan AB #r klart, ty eljes skulle »delen vara lika med det hela». Att pa striickan
.IB endast en mittpunkt existerar, bevisas likaledes utan svarighet.

Vinkeln BA( delas mitt itu pd foljande siitt:  Gor c
AB = AC och dela strickan BC wmitt itu 1 D! Rita linjen D
AD iir den sokta bisektrisen. IEndast en bisektris existerar.

Normalen till rita linjen a i punkten K pi a och i pla-
net # genom a konstrueras si: Avsiitt pi a de lika stora striic-
korna EA och ER! Upprita i « en likbent triangel DAB/
DE ir di den sokta normalen. Att en enda sidan existerar,
har redan forut visats.

Normalen frain D utom riita linjen a mot denna linje A £ =
konstrueras pAi foljande sitt: Vilj pA a punkterna 4 och B
efter behag! Gor AD'AB = ADAB, si att vinkelbenet AL’
kommer i planet ABC pd motsatt sida om a som vinkelbenet
AD. Strickan DIV skir a i punkten E. DE #r den sokta 0’
normalen. Attt endast en normal till a kan dragas genom Fig. 14.

D, foljer av Kuklides I:16, vars bevis ej forutsitter denna
konstruktion. Vi kunna foér dvrigt hevisa den, dd den ér ett lampligt exempel pi hur Kuklides'
bevis liitt kunna goras stringa med hjidlp av satserna i § 2.
Vi skola bevisa, att vinkeln 4CB1i triangeln ACB ér mindre &n samma triangels yttervinkel CB.J).
C E dr mittpunkten av strackan BC, E ligger mellan
/A och Foch AE = EF. Di #ar det tydligt, att
£ NEBF-= )\ ACB. Det giller att bevisa, att vinkelbenet
BF ligger mellan vinkelbenen BC och BD. Enligt
sats 6, § 2 ricker det att visa, att punkterna C och

A B D F ligga pa samma sida som linjen BD, vilket &r
Fig. 15. tydligt, da bada ligga pd samma sida om 4B som

punkten E, och att Foch D ligga pi samma sida om
linjen B, vilket likaledes iir tydligt, eftersom biada ligga pd motsatt sidd om BC som 4. Satsen
ir silunda striingt bevisad.

Vi sammanfatta resultatet av vira konstruktioner i foljande sats.

Sats 1. En stricka har en enda millpunki, en vinkel en enda bisektris. IFran en junkt A han
fillas en enda normal mot rita linjen a, om A ligger wtom a. Ligger A pd a, gir genom A en enda
normal 1 varje plan, som gir genom a.

I: 15 4r en omedelbar f6ljd av satsen om lika stora vinklars sidovinklar. KEuklides' bevis
for ovriga satser bland I: 1—28 behova pd sin hojd forbéttras ungefir som beviset for 1: 16.
Dock miste vi lagga méarke till, att de konstruktioner, som utféras i prop. 1 o. 22 fordra
existensen av snittpunkter till tvi cirklar. De dro déarfor annu ej med véra hjilpmedel utférbara.

Sats 2. Satserna 1---28 1 Euklides forsta bok folja ur hittills anforda axiom. Uteslutande med
deras hjilp dro emellertid ej problemen 1 o. 22 losbara.

Lingre kunna vi ej komma med férsta bokens satser utan parallellaxiomet.

§ 7. Satserna i Euklides’ 3:dje bok.

Aven en stor del av satserna i Kuklides' 3:dje bok iro oberoende av parallellaxiomet. Iiter
det foregaende kan man  yttra xig mycket kort om dessa. Cirkeln definieras naturligtvis som
orten for punkler, som ligga lika lingt frin en given punkt, cirkelns medelpunkt. Utan denna
punkt existerar ej cirkeln, och problemet III: 1 dr darfor egentligen meningslost. Att ligga en
cirkel genom tre givna punkter iir diremot ej ett meningslost problem, som dock kan sakna
16sning, om parallellaxiomet negeras. Lisningen av problemet ITI: 17 &r ddremot oberoende av
parallellaxiomet, men som  konstruktionen hegagnar snittpunkten mellan en rit linje och en
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cirkel; kan den ej for nirvarande utféras av oss. De 6vriga satserna hland prop. 111: 1—19 he-
visas pd samma siitt som 1 Kuklides utan ndgra viisentliga modifikationer. De 6vriga bero av
parallellaxiomet, d. v. s de iiro falska, om detta fornekas.

§ 8. Kongruenssatser i det tredimensionala rummet.

Sats 1. (Euklides XI: 4 och 5). Om vita linjen AB dr vinkelrit mot vite linjerna AC och
AD, dr den ocksd vinkelrit mot varje rit linje AE i planet ACD. v onmwdnt Mta linjen DB vinkel-
rdt mot de tre vita linjerna AC, AD och AE, ligga dessa tre rita lm]u i samma plan.

Beviset #ar det euklideiska cller det, som Josephson lamnat i sin bekanta lirobok i rymd-
geometri, och forbigas dédrfor. Definieras nu normalplan till en rit linje pd sedvanligt sétt, och
observeras det vidare, att snittlinjen mellan de plan « och £, som i punkten A4 iro normalplan
till rdta linjerna 4B och AC, dr normal till planet ABC, inses riktigheten ay féljande:

Sats 5. Varje rit linje har i var och en av sina punkler att enda normalplan, och varje plan
har i var och en av sina punkter en enda normal.

Nu kunna vi bevisa foljande péstiende:

Nats 2. Tvi normaler tll samma plan ligga @ elt och samma plan.

Beviset ir det, som finnes i XI: 6. Joscphsons hevis stider sig pa parallelliiran och kan dér-
for ej anviindas. Beviset anfores for den hiindelse, att nigon av mina ldsare ej har tillging till
Kuklides' elfte bok.

Normalerna AB och CD till planet « #ro givna, B och 1) &dro deras fotpunkter. Drag DE

i planet «, sd att den bildar riit vinkel med BI), och gir DE = AB! Riita
A C ivo vinklarna ABE, ABD, CDB, BDE, CDE, och det skall bevisas, att vin-
keln ADE drriit.  Forst och friamst framgar av konstruktionen, att BE = 41).
Dé dro trianglarne ABE och EDA kongruenta (2:a kongruensfallet). Vinkeln
ADE dr di rit, emedan den ir lika med vinkeln ABE. Enligt sats 1 dro
siledes riita linjerna CI), A och BE samt filjaktligen ocksd AB i samma
plan.  Satsen dr bevisad.

Pi sedvanligt sitt kan man dirfor definiera begreppet normalplan till
ett givet plan. Genom en punkt A gi hur manga normalplan som helst till
8 O ettplana.  Ett sidant iir niimligen forutom av A bestiimt av en vilken som helst

av de normaler till «, som ej g genom 4. Normalplan till & genom punkten
4 kunna dirtor konstrueras till huru stort antal som helst. De skiira var-
F andra tydligen i den normal till @, som gir genom 4. Séledes:

Sats 4. Genom en punkt utom eft plan gir en enda normal HIL delta plan,
genom tvd punkler, som ¢ ligga pd samma novmal, ett endu normalplan. Genom
en punkt ulom en 1it linje gir ett enda normalplan till denna riita linje.

Sista delen av satsen torde inses utan bevis. ,

P4 sedvanligt sdtt kan man definiera vinkeln mellan en rit linje och ctt plan samt mellan
tvd plan eller bittre tvd halvplan. Motsvarigheten i rummet (bittre i punkten) till planets
triangel #dr trekanten, vilkens kanter, vinkelbenen 04, OB, OC, motsvara triangelns hérm. Tre-
kantens sidor dro vinklarna OB o. s. v. Deras storlek miitas av dessa vinklars storlek. Vin-
keln vid kanten 0Od ir vinkeln mellan de halvplan 04B, 0AC, som innohﬁ}la vinkelbenen OB,
OC respektive. Man kan bevisa foljande kongruenssatser for trekanter:

Sats 5. Tvi trekanter dro Longruenta, om tvi sidor och mellanliggande vipkel cller tvi vinklar
och mcllanquande sida i den ena dro lika med motsvarande elewent i den andra, De iiro ocksd kon-
gruenta, om alla sidorna eller alle vinklarna i den ena dro lika med motsvarande ielement i den andra.

Dessa satser bevisas synnerligen elegant i Enriques, Fragen der E IunentaﬁgeometneI Lelpzm
und Berlin 1911. Detta arbete innehiller synnerligen lisvirda uppsatser over geometriska prin-
cipfrigor. Beviset av ovanstiende sats forbigis hiir, dd den ej kommer att anvindas i det
foljande. Man observere, att vinklar och sidor kunna bytas mot varandra (dualitet), liksom att
det finns ett kongruensfall, som ej har nagon motsvarighet i den cuklideiska plangeometrien.

Fig. 16.



§ 9. Kongruenta avbildningar.

D

IEn kongruent avbildning ér en motsvarighet mellan punkterna i rummet med féljande egen-
skaper. Varje punkt A wmotsvaras av en enda punkt A' och varje stricka AB av en lika stor stricka 4'B'.

Det dr tydligt, att om punkten C ligger mellan punkterna 4 och B, ligger ocksi den mot
C svarande punkten C' mellan de mot 4 och. B svarande punkterna A’ och B'. Punkterna pi
ett vinkelben eller en riit linje motsvaras siledes av punkterna pi ett bestimt vinkelben eller
pi en Dbestimd riit linje. Varje triangel 4ABC motsvaras av en med sig kongruent triangel A4'B'(’;
siledes motsvaras ocksd varje vinkel av en lika stor vinkel. TLigger punkten D i planet 4BC,
skiir varje riit linje, som gir genom I) och en punkt pi striickan 4B, en av strickorna AC eller
BC. Antag, att den skir 4B 1 £ och AC i ! Punkterna £ och I’ motsvaras av tvda fullt
bestimda punkter E' och F', si att punkten E' ligger pd striickan 4'B’ och F' pa strickan A°C'.
D& maste D’ ligga pa rita linjen E'F’, siledes i planet A'B'C’. Punkterna i ett plan motsvaras
siledes av punkterna i ett bestimt plan. Det ir tydligt, att punkter i ett halvplan ocksid mot-
svaras av punkter i ett bestimt halvplan, och att punkter pi samma sida om ett plan ¢ mot-
svaras av punkter pi samma sida om det mot @ svarande planct «'. Det iir en 6ljd dirav,
att punkter pa en striicka motsvaras av punkter pi en striicka.

Ligger nu punkten P utom planet « och iir F fotpunkten av den normal p, som frin P
filles mot «, mdiste normalen p’ genom den motsvarande punkten I”, mot det « motsvarande
planet 4" motsvara normalen p, sa att p's fotpunkt F i o motsvaras av p'is fotpunkt F'i «' och
samtidigt likheten I"F' = PF giller. Eftersom nu punkter pd samma sida om planet « mot-
svaras av punkter pd samma sida om det mot « svarande planet o, inses genast riktigheten av
foljande sats:

Det  finns en enda kongruent avbildning, ¢ vilken triangeln ABC wmolsvaras av en godtyckligt vald
med ABC kongruent triangel A'B'C' och punkter pd en bestimd sida av planet AB(' av punkter pd en
bestimd sida om planet A'B'C'. '

En speciell kongruent avbildning dr en symunetrisk avbildning, i vilken varje punkt i ett be-
stimt plan, symmetriplanet, motsvarar sig sjilv, men punkterna pi ena sidan om detta motsvaras
av punkterna pid andra sidan om detta.

Vi skola studera resultatet av tvi symmetrier utforda kring tvA normalplan 2 och « till
samma riita linje ¢ Forst utféra vi den symmetriska avbildningen kring s, som skir ¢ i M,
sedan =vnimetrien kring «, som skiir ¢ i 4. Ar nu M mittpunkten av striickan 4A4’, motsvaras
i den kongruenta avbildning, som &r resultatet av de bdda symmetrierna, 4 av 4’ och vinkel-
benet A4A" av det med detta i riit linje liggande vinkelbenet A'A;. Varje halvplan ¢P motsvaras
av sig sjalvt. Motsvaras punkten B pi ¢ av punkten B, som ocksi mdiste ligga pa ¢, giller
stindigt BB = 4A’, varom man litt Gvertygar sig. Den kongruenta avbildningen i fraga ir
siledes likaledes resultatet av en symmetrisk avbildning kring det normalplan till ¢, som gar
genomn mittpunkten till strickan BB, och symmetrien kring normalplanet till ¢ i punkten I,
om de symmetriska avbildningarna utféras i nu ndmnd ordning. En kongruent avbildning med
dessa egenskaper kallas translation, rita linjen t dr translationsaxeln.

Antag, att tva plan g och « skira varandra i en riit linje r/ Dess snittpunkt med ett
godtyckligt normalplan @ md vara 0; @ ma ~kiira g och « i tvd rita linjer, pa vilka vi vilja
vinkelhbenen M och (A’ respektive, si att vinkeln MOA' ¢j édr trubbig. Ar denna vinkel riit, inser
man genast, att den kongruenta avbildning, som ir resultatet av de de bada symmetrierna kring #
och u, dvertér varje halvplan P i det i samma plan beldgna halvplanet »P’, si att punkterna P och P’
ligga pa var sin sida om ». Ar vinkeln i friga ej riit, utan spetsig, finns det i w ett sadant vinkelben 0.1,
att Ol édr bisektris till vinkeln 404". Utfores déirfor forst symmetrien kring 1 och direfter sym-
metrien kring «, motsvaras vinkelbenet OA av vinkelbenet 0.A4'. Alla punkter pid » men ingen utom
dro fixa, och halvplanet »P motsvaras av halvplanet »7”, ddr I> motsvaras av P, si att vinkeln
mellan dessa halvplan ér lika stor med vinkeln 0.1, P4 samma siitt, som di det var friga om en

' Endast d4 gilla ndamligen alla tre likheterna AB = A", A" == 4'C', BC = B'(.
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translation, inses, att vér avbildning pd oiindligt manga siitt kan samuansitlas av symietrier
kring tvd plan, som skiira varandra i r. Varje dylik avhildning kallas vriduing eller rofation; »
ar rotationsaxeln.

Skira rotationsaxlarna v och s varandra i P, dr resultatet av vridningarna kring v och s en vvid-
ning kring en it linje genom P. Den forsta rotationen kan ersittas av en symmetri kring ctt visst plan
7 genom P och en symmetri kring planet rs, den andra av en symmetri kring rs och ett fullt
bestaimt plan d genom P. Symmetrierna kring planet rs, som utféras efter varandra, upphava
varandra, si att resultatet blir en symmetri kring 7 och dérefter en symmetri kring o, d. v. s.
en rotation kring snittlinjen mellan planen y och 4.

Det finns tvd kongruenta avbildningar, som 6verfora de mot varandra vinkelrita vinkelbenen
04 och OB i de mot varandra vinkelriita vinkelbenen 04’ och OB’. En av dem kan bestimmas
av foéljande tva vridningar. Forst utfores med bisektrisen till vinkeln 404’ en vridning, som
for 04 1 04', OB i OB". Eftersom vinkeln BOA &r riit, ar dven vinkeln B”0A’ rit. Med 04’
som rotationsaxel utfores sedan den vridning, som fér OB” i OB'. Den ena kongruenta avbildningen
dr siledes en vridning kring en rotationsaxel genom O. Den andra kongruenta avbildningen erhdlles dir-
for genom att forst wtfora symmetrien kring planet AOB och sedan wlfora en vridning. Den kan ocksd
erhillas yenom att forst utfira vridvingen och sedan symmetrien kring planetOA'R'.

Det dr silunda bevisat, att en kongruent avbildning antingen kan reduceras pi en translation och
en vridning eller en translation, en symmetri och en vriduing. En translation och en vridning kunna
ersittas av tvd symmetrier, varom man utan storre svirighet kan dvertyga sig. Overfores av
translationen lings axeln 4R punkten 4 i punkten B och maste fore vridningen en symmetrisk
avhildning goras, kan ju denna foretagas kring 4B:s normalplan i B. Den sista symmetrien i
translationen kan ju ha detta plan till normalplan, Translationen och symmetrien kunna siledes
ersittas av en enda symmetri. Varje kongruent avbildning kan siledes ersiittas antingen av tvd sym-
metrier eller av tre, 1 sista fallet mdjligen av en.

Varje kongruent avbildning, som kan ersittas av en translation och en rotation kallas en
rorelse. Kunde jag bevisa, att fyra symmetrier alltid kunna ersittas av tvd symmetrier, vore dér-
med ocksi bevisat, att tvi efter varandra utforda rorelser kunna ersittas med en enda rorelse,
eller att rorelserna bilda en grupp, en undergrupp i gruppen av kongruenta avbildningar. Finge
man stodja sig pi den projektiva geometrien, vore uppvisandet av detta pistiende enkelt. Forut-
sittes parallellaxiomet, iir uppgiften likaledes ej svar. [ annat fall synes det mig, som om en
ej obetydlig kdnnedom om icke-cuklideisk geometri vore nédvindig. Vi forsoka darfor ej fram-
stitlla n&got sadant.

Forutsdtter man, att rirelserna bilda en grupp, kan man utgd frin tre vinkelben 04, 0B, OC,
som med varandra bilda rita vinklar, och kalla denna trekant ett higersystem, OA, OB, OC tagna
i den givna ordningen. Varje rorelse, som overfér 04 och OB i 0A" och OF, for OC i ett be-
stimt vinkelben OC’. Vi kunna dirfér kalla 04', OB, 0C' i denna ordning for ett hogersystem.
Ar O4ABC ett hogersystem, dro OBA(, 0ACB, O('BA vinstersystem, men (OBC4 och OCADB
hégersystenn.

Nu kunna héger- och vinstersystem uteslutande med tillhjalp av anordningssatserna verkligen
skiljas at, d. v. s. det ar verkligen mdjligt att definiera atskillnaden mellan hoger- och vénster-
system. DA kan man bevisa, att rorelser dro sidana kongruenta avbildningar, som f6ra higersystem
i hogersystem. Iimellertid dr det en mycket vidlyftig och invecklad undersikning, som maste
foretagas for att visa, att det d&r mojligt att komma till malet pd denna vdg. P4 grund darav
maste vi avstd frin en sidan framstiillning.

I stéllet for att utgd frin kongruens som det ursprungligen givna kan man lika vil utgd
fran begreppet rorelse och fastligga dess egenskaper genom limpligt valda axiom. Man kan
exempelvis antaga féljande: Det finns en enda rorelse, som for punkten 4, vinkelbenet AB och
halvplanet ABC i punkten 4’, vinkelbenet A’'B’ och halvplanet 4'B'C’. Rarelserna bilda en grupp.
En rorelee, som fixerar tvd av en riit linjes punkter, fixerar linjens alla punkter. En framstill-
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ning av geometrien med dessa utgdngspunkter avligsnar sig givetvis langt fran det euklideiska
framstillningssittet.

Slutligen kan det tilliggas, att lika vinklar kunna definieras, om Hilberts axiom III:4—6
utbytas ot fsljande:

Ar A'B' = AB och C en punkt utom rita linjen 4B, finnes i varje plan genom riita linjen
A'B" pd en bestimd sida om denna en enda punkt €', sidan att 4'C' = AC och B'(" = BC.

Aro i trianglarna 4BC och A'B'C’': AB =A'B, AC = A'(", B(' = B'C', I) och E punkter pi
vinkelbenen 4B och AC respektive, D' och E' punkter pi vinkelbenen A'B’ och A'(" respektive,
sd att AD == A'D', AE = A'E', si ar dessutom DE=D'L'".

Likbeligna vinklar i kongruenta trianglar siagas di vara lika.

§ 10. Kontinuitetsaxiomen.

V:1. (Arkimedes’ axiom). Ldt A, vara en godlycklig punkt, beligen mellan de likaledes god-
tyckligt valda punkterna A och B. Konstruera punklerna Ay, A, ... Ay, si att A, ligger mellan A och
Ay Ay mellan Ay och Ay 0. s. v. samt sd, att

AAy = 4) 4, = A, dy3= ... Ay Ay!

Da finns det Dland punklerna A, en punkt A,,, sidan alt B ligger mellan A och A4,,.

Detta axiom antages av Kuklides i hans femte boks fjiirde definition, som lyder: »De stor-
heter siigas hava proportion sinsemellan eller vara av samma slag, om vilka man kan begripa,
att den ena kan tagas si minga giinger, att han bliver stérre én den andra». Striickor antager
han namligen vara sidana storheter.

Med forhdllandet mellan tvd strickor 4B och AC menas som bekant APR:s miitetal med AC
som enhet. Kan AC delas i u lika delar, av vilka precis m tillsammans utfylla AB, ir detta

mitetal . Om ej, si existerar enligt det arkimediska axiomet, huru stort iin hela talet » mi
N

vara, ett helt tal m av fsljande beskaftenhet

™ ogv<ap<™t 140
n n

Mitetalet ar da ett irrationellt tal, vars nidrmevirden definieras av olikheten. Dessa irra-
tionaltal studerar Euklides i sin femte bok. Den femte definitionen (exhaustionssatsen) infér
begreppet lika irrationaltal pd féljande siitt: »Storheter siigas vara i samma proportion, den forsta
till den andra som den tredje till den fjirde, om den forstag och tredjes lika ningfaldiga, jim-
forda med den andras och fjardes lika mangfaldiga, hurn mangfaldiga de in mi vara, iro bada
tillika storre, lika stora eller mindre dn de lika mangfaldiga av den andra och fjirde, om de
jamféras, som svara mot varandra, niimligen den forstas med den andras och den tredjes med
den fjiirdes.»

Teorien for irrationaltalen behiéver numera som bekant ej iklidas geometrisk drikt, di den
ju ir och bor vara oberoende av all geometri. Exhaustionsforfarandet, som ju definierar ett irra-
tionaltal med dess ndrmeviirden, iir i den moderna aritmetiken utbytt mot det si kallade Dede-
kindska snittet.

Indelas alle rationaltal i tvd klasser 4 och B, si att varje tal i klassen 4 Ar mindre #n
varje tal i klassen B, sigas dessa klasser bilda ett snitt i den rationella talmingden. Finnes i
klassen A ett storsta tal, dr det tydligt, att varje storre tal tillhér B. Snittet definierar da ett
rationellt tal. Finnes ett minsta tal i B, giller motsvarande pistiende. Finnes diremot varken
1 4 ett storsta tal eller i B ett minsta tal, sdges snittet definiera ett irrationaltal, som siiges vara
stirre din varje tal i 4 och mindre an varje tal i A

Exempel pd en klassindelning av det tredje slaget ir foljande. For till A alla negativa
rationella tal, noll och alla positiva rationella tal z, vilka satisfiera olikheten z? < 2, till B alla
positiva rationaltal y, som satisfiera olikheten y*> > 2. Med tillhjilp av denna snitt-teori visar
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man som bekant synnerligen raskt, att limpliga definitioner pd summa, skillnad, produkt och
kvot av irrationaltal kunna inforas, si att de riknelagar, som gilla i det rationella talsyvstemet,
dven gilla i den irrationella talmingden. Slutligen bevisas, att denna miingd ér kontinuerlig,
d. v. s. att om ett Dedekinds snitt utfores i denna talmingd, definierar| detta snitt allfid ett
tal, som hor till endera av de tvd klasserna. KEn utvidgning av talbegreppét genom snitt i den
nya talmingden ir siledes ej mojlig. i

Innehillet i Euklides’ femte bok, irrationaltalens teori, dr siledes numera forvisat frin geo-
metrien till aritmetiken och behover darfor ej har studeras, utan antages vara bekant. Det arki-
mediska axiomet mojliggér for oss att som koordinater for punkterna pd en rit linje anvinda
talen i det reella talsystemet, med andra ord att avbilda punkterna pi en rét linje i det reella
talsystemet, si att mot varje punkt svarar ett enda tal, som aldrig motsvaras av tvi skilda punk-
ter. Att daremot i denna avbildning varje tal motsvaras av en punkt, kan naturligtvis ej med
hittills gjorda forutsiittningar bevisas. Det skulle kunna dstadkommas genomi en utvidgning av
punktbegreppet pi samma sitt som Dedekinds utvidgning av talbegreppet genom inforandet av
irrationella tal. Denna utvidgning tianker sig Hilbert redan utford, di han postulerar:

V: 2. (Fullstindighetsaxiomet). Geometriens element (punl.fm rdfa linjer och plan) bilda ett sy-
stem av begrepp, som icke vidare kan utvidgas. om alla de idvrign axiomen fortfarande skola vara gilliga.

Vi ersitta detta med det liatthanterligare: ‘

V:2'.  Indelas punkterna pi den godlyckligl valda strickan AB i tvi suduna Klasser I och I, alt
om Ay dr en godtyckligt vald punkt i klassen I och B, likaledes en godlyckliyt vald punkt i klassen I,
Ay alltid ligger pd strickan AB, (siledes By pd strickan A, B), existerar en punkt €, som tillhir en-
dera av dessa Klasser och har den egenskapen, att varje punkt pi strickan AC iir en punkt i klassen |
och varje punkt pa strickan BC en punkt i klassen 1I.

Nu kunna vi bevisa féljande sats:

Sats 1. En cirkel vikar 1 tvi punkter wvarvje rit linje a, som gdr genom en av cirkelns inre
punkter.

Cirkelns inre punkter iro de, som ha ett avstind till medelpunkten 0, som iir mindre &n
cirkelns radie. Existerar en sidan punkt A pd a, existera sidana i obegriinsat antal pa « pa
varje sida om A. A4; dr en sidan punkt, om Ad; <r— Od4, dir » &r cirkelns radie. Det
finns ocksd pPA a punkter B, siidana att OB > r. Viljes blott B pa a, si att AB— 2, méste
OB 4 04 > 2+, siledes OB > r gilla. :

Vi indela nu punkterna pa strickan AB i tvd klasser I och II och rdkna till I varje punkt
4,, for vilken 04, <r giller, till II de punkter B;, som satisfiera 0B, > r. Varje punkt pi

strickan AR tillhor di endera klassen, och det #r litt att
bevisa, att A, alltid ligger pd striickan 4B,. Det finus sile-
des en punkt C, som skiljer dem dat. Denna iir en av cir-
kelns snittpunkter med a.

Vore e OC =r utan 0C < r, d. v.s. OC = r — a, dir
a dr en fullt bestimd stricka, vilja vi pd strickan CB en
punkt 1, s att CD < a. Di dr OD <r (KEukl. 1:20). Men
D tillhor Llassen II; siledes OD > r. WSiledes giller ej
O0C <v. P& samma sitt kan man bfevisa, att antagandet

_ 0C > r miste forkastas. Siledes ir OC = r, och C ir den
bt A C B sokta snittpunkten. Att ytterligare en men endast en sidan

snittpunkt finnes, fr nu litt att bevisal
Nals 2. En cirkel med medelpunkien O, som gir genom en
Fig. 17. inve punkt A och en ylire punkt B till en cirkellinge med medel-
punkten O, skdr denna t toit punkter.
Vi kunna utan nigon inskl'dnl\ning mmoa att varken A eller B ligga pd riita linjen O,
emedan vi eljes pi samma sitt som i tmegaende sats kunna konstruera inre och yttre punl\tel
med denna] _egenskap.” ILikaledes kunna vi antaga, att 4 och B ligga pi samma sida om riita
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linjen 00', emedan sidana eljes kunna konstrueras. I IIL: 7—8 iir bevisat, att OB, > 04,, om
N BOO > N\ 4,00. Vi indela nu vinkelbenen mellan vinkelbenen 0’4 och O'B i klasserna I
och /I, och rikna till klassen I de vinkelben 0'4,, vilkas dandpunkter 4, pa cirkeln O satis-
fiera 04, <, dér r 4r radien i den cirkel, som har ¢ till medelpunkt. Till klassen II riiknas
di de Ovriga vinkelbenen /B, fér vilkas dnd- )
punkter B, pad cirkellinjen O siledes OB, > r

gillla. Det édr ju alldeles tydligt, att V:2' kan an-

vindas pd dessa vinkelben. Siledes existerar ett

vinkelben O'C, som skiljer dessa klasser at. P4 S

ungefdr samma sitt som 1 sats 1 wvisas nu, att

detta vinkelben O'C skir bdda cirklarna i samma

punkt. Att ytterligare en sidan snittpunkt existe-

rar pd andra sidan om () visas nu synnerli-

gen litt.

Att dessa satser ej kunna bevisas utan V:2
eller V:2' har Hilbert i sitt arbete visat, forut-
satt att parallellaxiomet godtages. Enligt vira kon-
gruensaxiom kunna vi utom konstruktioner av
rita linjer endast utféra sidana, som kunna redu- Fig. 18
ceras pd avsiittandet av lika strickor och vinklar. V
Den senare Aterfoér Hilbert pd konstruktion av lika strdckor. Nu visar han, alt man endast ge-
nom avsittning av lika strickor ej kan konstruera alla kvadratiska irrationaliteter, vilket ju dir-
emot kan ske, om snittpunkter mellan cirklar f4 anviindas.

Alla sidana kunna konstrueras med ecn enda cirkel (Steiner) eller medels en linjal med
parallella kanter o. s. v. For att utan svarighet inse detta bor man vara hemmastadd i den
projektiva geometrien, frin vilken mAittgeometrien kan overskddas som frin ett higre plan.

Det inses utan vidare, att sats 1 1§ 6 kan bevisas med hjalp av V:2 utan konstruktioner.

§ 11. Parallellaxiomet.

IV. Genom en punkt A ulom en rit linje b gar endast en med dennu pavallell viit linje a.
Att det existerar minst en sidan parallell visas i Euklides I: 27.
Nu kan man bevisa den si kallade transversalsatsen:
Drages  pavallellt med sidan BC 1 triungeln ABC en transcersal, som Uiffar sidornue AB och AC
1 B och (' respektive, galler
AB AR = AC : AC'.

Denna sats bevisas med litthet genom att anvinda exhaustionssatsen eller, vilket kommer pd
ett ut, genom att pavisa, att de bada férhillandena definiera ett och samma snitt i den ratio-
nella talmingden. Hela likformighetsliran kan som hekant uppbyggas pi denna sats, da ju den
riicker till som grundval for bevisen av likformighetsfallen. Med tillhjilp av likformighetsliran,
anviind pi en ritvinklig triangel, hevisas pA hekant siitt ’ythagoras’ sats, som di far betralktas
som ett samband mellan miitetalen pd sidorna i en rdtvinklig triangel, likaledes Kuklides
IT1: 35-—37, som givetvis likaledes iro oberoende av alla satser om ytlikhet. De regelbundna mang-
horningar, som Euklides konstruerar, kunna ocksi konstrueras oberoende av ytlikhetssatser. Det
ir bekant, att #dven 17-horningen, 257-hérningen o. s. v. kunna konstrueras med passare och
linjal (Gauss). Att de andra reguljira minghérningarna existera, foljer naturligtvis ur V:2. Med
passare och linjal kunna de didremot i allmidnhet cj konstrueras.

Iluklides grundar sin likformighetslira pd begreppet ytlikhet, vilket ju bor undvikas, di
darigenom nagot for likformighet frimmande infores. Mot hans framstillning av teorien om yt-
likhet kunna dessutom ganska grava anmirkningar giras. Vi skola senare hehandla denna teori

il
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pi ett sitt, mot vilket inga invindningar kunna resas. Slutligen framhalles linnu en ging, att
satserna I: 1-—28 och III: 1—19 #ro oberoende av parallellaxiomet.

§ 12. Allméinna betraktelser 6ver Hilberts axiomsystem.

Vi ha nu sett, att Hilberts axiom I—V ricka till att bilda grundvalen fér den euklideiska
geometrien, 1 det vi kunnat bevisa alla satser av vikt utan att stodja oss pi andra forutsitt-
ningar.  Alla givna bevis kunna foras utan figurer. Det blir visserligen svért att overskida be-
vis, om figurer saknas, men &r bevlshnmgen omdjlig utan sidana, tyder det pa att ej alla behov-
llga forutsdttningar uppforts bland axiomen. Askidningens roll i en rationell geometri dr dérmed
given. Den spelar givetvis en roll vid upptiickten av nya satser och ger god ledning vid bevis-
foringen, men som bevisgrund fir den aldrig anvindas.

Ett villkor, som ett system av axiom nddvindigt maste uppfylla, ir, att de méiste vara med
varandra forenliga, si att ett axiom ej strider mot nigot eller nigra andra. Att Hilberts axiom
upptylla detta villkor, torde vil fi anses klart, di annu ej nigon motsiigelse kunnat papekas i
den geometriska larobyggnad, vartill grunden dr lagd i Euklides' elementer. Att nigon sidan
motsigelse ej kan vintas, framgdr for vrigt diirav, att den di méste uppenbara sig inom den
analytiska geometrien.

I den analytiska geometrien &r en punkt sammanfattningen av tre reella tal z, y, z, punk-
tens koordinater, en rit linje sammanfattningon av de punkter, som satisfiera tvi ekvqtmnel av
forsta graden i z, y, 2, eller ekvationerna:

x=at+ &, y=pt+9,2= 73t +L (4,5 7, & 7  konstanter, ¢ variabel)

Punkten (23,3, z,) pd denna rita linje ligger mellan (x,, y,, 2,) och (xy, ¥y, 2), o dess parameter-
virde f; dr ett tal, som ligger mellan de parametervirden, som motsvara de bida andra punk-
terna. Ett vinkelben innehdller de punkter, vilkas alla pammetelv}hden ¢ ha samma tecken;
u, 3, 7 dro detta vinkelbens riktningscosiner, pd vilka ir lagt villkoret «? + 2 + ;2 = 1. Vinkeln
5 me]]an tvd vinkelben («. g, y) och (ay, By, 2’1) bestimmes av

cos e =auy + A8 +
Avstindet d mellan tva punkter (z,y, z) och (x;, ¥y, 2,) bestimmes av

d=V@—z)>+ @ —y)®+—2z)
Ett plan &r sammanfattningen av alla de punkter, vilkas koordinater satisfiera

ax + by + cz +d = o.

Tva punkter, som ej ligga i detta plan, sigas ligga pd samma sida om det, om bAda punkternas
koordinater, antingen bada giora ax + by + cz 4+ d positivt eller bida tvi gora det negativt. [
motsatt fall sigas de ligga pd var sin sida av planet.

Klart &r nu, att axiomen I—IV #ro sanna i denna geometri. V:1 giller, om sisom ko-
ordinater anvindas tal inom det reella talsystemet For att V:2 skall gilla, fordras, att samt-
liga dessa tal fi begagnas som koordinater. SA ir ju ej forhdllandet hos Euklides. Han har ej
anvindning av andra tal én de rationella och de irrationella, som ur de rationella kunna bildas
genom ett @ndligt antal kvadratrotsutdragningar. T ett sidant geometriskt system ir diirfér ej vin-
kelns tredelning, kubens fordubbling och cirkelns kvadratur lisbara problem. De bada forsta bli
ldsbara, om vi adjungera alla kubikrotter till talsystemet, det tredje, om vi adjungera det trans-
cendenta talet z. De kunna siledes losas, om V:2 giller. Skulle vi inom den analytiska geo-
metrien tillita imaginira koordinater, inses det omedelbart, att axiomen i gruppen II ej kunna
gilla, emedan begreppen storre och mindre ej dro anvindbara inom det imagindra talsystemet,
itminstone ej pi ett naturligt sdtt. Icke desto mindre iir det av férdel att vid minga geometriska
undersokningar anviinda imaginira tal.
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Ett annat villkor, som kan paliggas ett axiomsyvstem, &r, att det ej skall innehalla nagra
overfiddiga axiom, d. v. s. att intet axiom fir kunna bevisas med hjilp av de ovriga. Det ar
i allmiinhet en mycket svir uppgift att overtyga sig om, att en viss sats dr oberoende av en
viss samling andra. Det &r egentligen it denna uppgift, Hilbert dgnat sig i sina Grundlagen.
Sédrskilt har han grundligt undersokt, villken roll det arkimediska axiomet V:1 spelar. Dessa
undersékningar dro mycket vackra, men torde biist studeras i Hilberts eget arbete.

Att intet av axiomen i de bada forsta grupperna dr overflodigt, forefaller ju tydligt. Sérskilt
ir det ju uppvisat, att ej ens punkternas anordning pa en rét linje tillfredsstillande kan be-
handlas endast med II: 1—3. TForst med II: 4 &r det mojligt att 16sa problemet att rationellt
ordna punkterna pa en riit linje.

Det dr mojligt att nigot inskrinka innehdllet i III: 41. Att III: 6 &r oberoende av de andra,
visar Hilbert pa foljande sidtt. Han bibehaller definitionerna pa punkt, rdt linje, plan, »mellan»
och pd lika vinklar och &andrar definitionen pa lika strickor pa foljande sdtt. Avstindet d mellan
punkterna (xy, yy, 25, t,) och (x,. ¥y, 25, ty) definieras av:

= \/(701 — Xty )+ G — ) P+ (5 — )= — ) e+ P+ B+

Da gilla givetvis alla axiom i grupperna I, II, IV, V. Utan vidare inses, att 1II: 1, 2, 4, 5
gilla; LIl:3 giller, emedan t, — t; = (t, —¢,) + (¢t —1;), men III: 6 giller ej. Lt oss betrakta
féljande punktermedz = 0. A:x =0,y =0;B:ax =1, y=0,C:x =0,y —= I; D:x =3, y=14
Da ar BD = CD =}, AD gemensam och A ADB = A ADC = R. Men trianglarna ADB och
ADC iro ej kongruenta, ty AB = 1, men AC = /2. Siledes kan ej 1LI: 6 gilla allmént, ehuru
det géller for dessa bida trianglar.

Att parallellaxiomet dr oberoende av de andra axiomen, skall visas i ndsta kapitel, diar de icke-
euklideiska geometrierna skola studeras.

KAP. 1L
De icke-euklideiska geometrierna.

§ 13. Nagot ur parallellteoriens historia.

Det euklideiska parallellaxiomet innehéller ett péistiende, som forefaller tarva ett bevis i
lika hog grad som maéanga av Euklides' ldarosatser. Otaliga dro ocksd forsoken att bevisa detsamma,
pd det att geometrien métte kunna befrias frin denna »skamflick», som nigon kallat axiomet i
friga. Manga trodde sig ha Iyckats; andra voro medvetna om, att de blott aterfort parallell-
axiomet pa ett annat obevisat pastiende, vars sanning foreféll dem mera inlysande.?

Foljande »bevis» anfordes for ej linge sedan i atskilliga lirobdcker i geometri. Skjut i
triangeln ABC sidan AB langs linjen AB, tills 4 kommer 1 B, vrid sedan strdckan 4B
i sitt nya ldge, s& att den kommer pia vinkelbenet BC! Upprepa nu samma procedur, si att
sidan 4B skjutes langs BC till C, dar vrides 6ver pd CA, skjutes ned till 4 och vrides dver i

! Detta har gjorts av nagon forfattare i Mathiematische Annalen for omkring fyra eller fem &r sedan.
liftersom jag saknar tillgang till litteratur, kan jag for tillfdllet ej yttra mig mera bestiamt.

? S4 antog Proklus (410—483), att om « och b iro tvd i samma plan beldgna rita linjer, som ej skira
varandra, avstindet frdn b:s punkter till a €j kan vaxa over alla grinser. En utmirkt framstillning av pa-
rallellteoriens historia finnes hos Bonola, Geschichte der Nicht-Euklidischen Geometrie, Leipzig 1908.
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sitt forra lige! Slutresultatet av rorelsen dr en vridning av ett varv i punkten 4. Sidan har
vridits i triangelns hornpunkter, varje ging en vinkel lika stor med yttervinkeln till triangeln
ABC i ifragavarande hérnpunkt. Summan av de tre yttervinklarna skulle siledes vara fyra rita,
d. v. s. triangelns vinkelsumma skulle vara tvd rita. Att parallellaxiomet 1 sa fall dr giltigt,
skall liingre fram visas.

Rorelsen bestar tydligen av tre translationer och tre vridningar. Det iir litt att inse, att rérelsen
kan ersittas av en vridning av planet kring punkten 4, som &dr summan av triangelns tre ytter-
vinklar, samt den rorelse, som ersitter de tre translationerna lings triangelns sidor. Det forut-

sittes tydligen, att resultatet av dessa tre translationer dr den identiska

E avbildningen.
Om sé vore férhallandet, skullei yttervinkeln BCK till triangeln BCA fin-
c 2_ nas ett vinkelben (D, si att bide ADCB= N ABC och NECD= A CAB

gilla. Detta forutsitter, att en triangels yttervinkel &r lika med summan
av de bada motstiende innervinklarna. »Beviset» forutsitter saledes just
det, som skulle bevisas.
A 8 Fornekas parallellaxiomet, kunna sdledes ej tvd translationer lings tva
Fig. 19. varandra skiirande rdta linjer ersidttas av en translation, utan av en trans-
lation och en vridning. Detta visar i vilket stort beroende av parallell-
axiomet rorelseteorien stér.

Redan tidigt gjordes forsok att definiera de med rita linjen a i planet « parallella réta lin-
jerna i samma plan som orten fér de punkter med lika avstand till linjen a, som i planet «
ligga pa en bestimd sida om a. Det pdpekades emellertid ganska snart, att denna definition
forutsiitter, att orten for dessa frin a ekvidistanta punkter verkligen #r en riit linje. Man kan
bevisa, att s dr forhallandet, om tre punkter 4, B, C, som dro be-

ligna i planet « P4 samma sida om a, ha lika avstand till a och = =
ligga i rét linje. .
AA" BB, CC' iro salunda tre normaler till a och A44'— BB =-
=CC. Det dr litt att inse, att foljande vinkellikheter gilla: A a8 c’
NBAA'= NABB'; NCBB = ABCC'; NACC = N\ CAA’; siledes Fig. 20.

NABB = N\ CBRB'
Var och en av dessa vinklar och dirmed alla vinklarna vid A, B och € iiro siledes rita. Fyr-
horningen ABB'A’ ir siledes en rektangel. Men vi skola strax se, att om det finns en enda
rektangel, dr varje fyrhorning, som har tre riita vinklar, ocksi en rektangel. I si fall inses ge-
nast, att orten fér punkter, som i ett plan « ligga pd samma sida om en rit linje a i « och pa
samma avstind frin a, alltid dr en rit linje. Men di dr det ldtt att bevisa parallellaxiomet.
0, Vi antaga, att vinkeln CBA #r rit, men den i samma plan beligna vin-
keln BAD spetsig, och skola bevisa, att vinkelbenen B(' och AD ha en
gemensam  punkt. Fall frin D normalen DA, till riita linjen AB! Om
B folle mellan A och A, vore satsen bevisad, ty enligt II: 4 miste da
rita linjen BC triffa striickan 4D, di den enligt Euklides I: 27 ej kan
tritfa ens rita linjen 4,D. Vi antaga siledes, att 4, ligger mellan 4 och
B, vilja D, pad vinkelbenet 4D, si att D ligger mellan 1), och 4 och lik-
heten DDy=—DdA giller. Fran D, filles normalen Dy4, mot AB och nor-
Fig. 21. malen 1,5 mot A4, D. Enligt tredje kongruensfallet dro trianglarna 1,120
. och A4,1) kongruenta; enligt vart antagande dr dessutom DyE == A4,4,.
Siledes giller AA;— A;4,. Faller ¢j B mellan 4 och A;, konstrueras pd AD den nya punkten
Dy, sd att DyDy=D1),. Trin Dy filles normalen D4, mot AB. Direfter bevisas som ovan
Ayd,=4,4, =A4,. Fortsitta vi att konstruera nya punkter D,, D; ... och 4,, 4, ..., miste en-
ligt V:1 slutligen en punkt 4, patriiffas, som har ett sidant lige, att B ligger mellan 4, och
A. P4 det sitt, som redan forut anviints, bevisas, att rdta linjen BC triffar strickan AD, i na-
gon punkt. Dirmed d#r parallellaxiomet hevisat.
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Legendre (1752—1833) har nedlagt mycket arbete pa fragan om en triangels vinkelsumma.
Han bevisar ytterst elegant, att en triangels vinkelsumma ej kan vara storre dn tva rita. An-
tag, att i triangeln ABC ingen sida dr storre én sidan AC! Dela BC mitt itu i D, och drag ut
striickan A0 till C,, s att DC,=DA.

P4 grund av konstruktionen gilla:
NAC,B= N\CAD, A DBC,= ANBCA, NAC;BK ACABIN\NABCK ANABC,. NAC,BXAC,ADB.

1 . .
[ triangeln ABC, #r siledes AC; den storsta sidan, A AClBﬁfgr- NACAB och vinkelsumman lika

med vinkelsumman 1 triangeln ABC, vilken vi antaga vara lika med 2 R 4 «, diir « ir en
vinkel av bestdmd storlek. Konstruera vi wr triangeln ABC) tri-

angeln ABC, pd samma sitt, som vi ur triangeln ABC konstru- 4 o ‘2
erade ABC,, ir vinkelsumman i den nya triangeln 2 R 4+ «, men 5

N AC, B<i. N\ CAB. Tortsittas enligt samma forfaringssiitt

konstruktionerna, erhilles slutligen en triangel ABC,, vars vinkel- A a8

summa idr 2 R + «, under det att A\ AC,B<L 21"- N CAB. Om Fig. 22.

blott n ir tillriickligt stort, giller 21” A CAB< a. 1 triangeln ABC, vore sdledes summan av tvi

vinklar storre an tvd rita, vilket dr orimligt. Vinkelsumman i en triangel kan darvfor ej vara storve
in tva rata.

Slutligen har han hevisat, att om vinkelsumman i en enda triangel dr tva rita, dr vinkelsumman
1 varje triangel lika med tvd rata.

Ar vinkelsumman i triangeln ABC tva riita, giller detta ocksd fér trianglarna ADB och
ADC, om punkten D ligger mellan B och C. Vore nimligen vinkelsumman 1 triangeln ADB
lika med 2 R—-a, maste den i triangeln ADC vara 2 R + «, vilket dr bevisat vara orimligt.
Varje triangel AEF, dir E och F &ro punkter pd strickorna AB och AC respektive, har siledes
sin vinkelsumma lika med tvd rata. Speciellt existera ritvinkliga trianglar med tva rita till
vinkelsumma.

Existerar en sadan triangel, existerar ocksd en rektangel. Av fyra med denna kongruenta
rektanglar kan man konstruera en rektangel, vars sidor dro dubbelt si stora som den forras.
Fortsitter man med detta forfarande, nir man slutligen rektanglar med huru stora sidor som helst,
siledes ocksd ritvinkliga trianglar med huru stora kateter som helst och tva rita till vinkelsumma.

Nu kan man bevisa, att vinkelsumman i varje ritvinklig triangel ABC ar tva rita. Ar 4
den rita vinkelns spets, finns det enligt det foregiende en rétvinklig triangel, vars vinkelsumma
Ar tvi rita, och vars kateter dro stérre in kateterna AB och AC. Upprita en med denna kongru-
ent triangel APB'C’, si att B faller mellan 4 och B’ och C mellan 4 och €. Enligt det fore-
giende dr di vinkelsumman i triangeln ABC tvi rita.

Varje triangel kan delas i tvd ritvinkliga trianglar. D4 ratvinkliga irianglars vinkelsumma
Ar tvd rita, giller samma pistiende for varje triangel, vilket skulle bevisas.

Existerar en enda rektangel, existerar ocksd en ritvinklig triangel med tva rita till vinkel-
summa. Varje ritvinklig triangels vinkelsumma édr di tva riita, och det existerar rektanglar med
sidorna lika med tvd givna strdckor. Varje fyrsiding ABCD, i vilken vinklarna vid B och C
ar rita samt AB=CD, méiste vara en rektangel, emedan mittpunktsnormalen genom mittpunkten
till striickan BC delar den i tva kongruenta hilfter. Det dr nu latt att visa, att varje punkt pa
rita linjen Al ligger lika langt fran rdta linjen BC. Vi ha forut bevisat, att parallellaxiomet
i sa fall ar giltigt. Vidare bevisade vi, att det existerade rektanglar, om det fanns tre punkter
4, B, C1i ctt plan « genom riita linjen a, som ligo pd samma sida om « och lika lingt fran .
Uinder denna forutsittning giller sdlunda ocksd parallellaxiomet.
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Redan den bekante matematikern Wallis (1616—1703) hade papckat, att om likformiga, ej
kongruenta trianglar existerade, kunde parallellaxionmet bevisas. Det &r ju tydligt, emedan det da
finng fyrsidingar, vilkas vinkelsumma ir fyra rita, vilket ej kan vara mojligt, om en triangels
vinkelsumma avviker fran tva rita.

Saccheri (1667—1733) har bevisat foljande viktiga sats: Ar vinkelsumman i en enda triangel
lika med, stirre dn eller mindre dn tvd rita, dr vinkelsumman i varje triangel lika med, storre iin eller
mindre dn tod rdta. Han lyckades bevisa parallellaxiomet, om han antog, att vinkelsumman icke
kunde vara mindre in tva rita i ndgon triangel, och uppvisade silunda falskheten i antagandet,

A att en triangels vinkelsumma ir stérre dn tvad rita. Han visade vi-
7\- 2\3\ dare, att om vinkelsumman #r mindre in tva rita, rita linjerna i pla-
" net Aa genom punkten A4 kunna uppdelas i tvi klasser, den ena

B bestdende av sekanterna till ¢, den andra av de riita linjer, som icke

Fig. 23. traffa a. Det inses ju genast. Men han visade ocksi, att de rita

linjer p; och p,, som skilja dessa dt, visserligen ej triffa a, men

dock ndarma sig a oupphorligt, si att det finnes punkter pa var och en av dem, vilkas avstand

frin a #r mindre #n varje given stricka. Av denna anledning férkastade han det antagande,
som Jett honomn till denna slutsats, och ansig sig dédrmed ha bevisat parallellaxiomet.

Lambert (1728—1777) kom oberoende av Saccheri till samma resultat som denne. Men han
papekade ocksd, att om AP irnormalen frin 4 mot a, kan strickan 4B mitas av vinkeln mellan
denna normal och endera av de ovan namnda rita linjerna p; och p,. For strickor skulle si-
ledes finnas ett absolut matt sdvil som for vinklar. Anser man detta orimligt, dr siledes pa-
rallellaxiomet riktigt. Han papekade, att det ej kan vara alldeles orimligt, att en triangels
vinkelsumma &r stérre dn tvd rdta, dd ju si idr forhdllandet i varje sfirisk triangel. P& ett
»imagindrt klot» borde enligt hans dsikt patriffas trianglar med vinkelsumman mindre én tva
ridta, varfor den plana trigonometrien for dylika trianglar bor framgd ur den sfiriska, om man
gor sidorna i de sfariska trianglarna imagindra. Att si #r fallet for de reella motsvarigheterna
till »imaginiira klot», ytor med konstant negativ krokning, uppvisades ocksi, fastin langt efter
Lamberts dod.

Ryssen Lobatscheffsky och ungraren Bolyai visade slutligen oberoende av varandra, att man ej
kommer till ndgra orimligheter, om man férkastar parallellaxiomet. Deras arbeten utkommo
ungefiar samtidigt, omkring ar 1830. Bada hade lyckats att konstruera det nya geometriska sys-
temets trigonometri, just den trigonometri, som Lambert forutsett. Dirmed hade de ocksi visat,
att den nya lirobyggnaden ej gdrna kunde innehdlla nigra motségelser, ty sddana borde ju uppen-
bara sig inom trigonometrien; men mot denna kunde inga invindningar goras.

Riemann visade senare, att om man tinkte sig ett koordinatsystem infért, si att man siledes
kunde réra sig inom den analytiska geometrien, finns det tre olika sitt att inféra matt pd striickor
och vinklar, si att kongruensliran kan utvecklas. Viljer man det ena av detta, kommer
man till den euklideiska geometrien, valjer man det andra, kommer man till det geometriska
system, som Lobatscheffsky och Bolyai studerat. Viljer man slutligen det tredje, kommer man
till ett nytt geometriskt system, i vilket triangelns vinkelsumma #r storre fin tvd rita. Alla
Hilberts axiom kunna di ej vara riktiga. Anordningsaxiomen méste forindras och dirmed ocksd
kongruensaxiomen nfgot modifieras. Anordningsaxiomen kunna emellertid riddas, om man in-
skrinker deras giltighet till ett »begriinsat omride», inneslutet av en yta, som utit dr overallt
konvex, exempelvis ett klot.

Det angeniimaste och mest instruktiva av alla sitt att komma in i de icke-euklideiska geo-
metriska systemen #r att fore allt tal om kongruens grundligga den projektiva geometrien och
fran denna stiga ned till mattgeometrien. I'or att folja denna metod fordras dock ett ej ringa
intresse for den projektiva geometrien sjalv.

For att komma fort in i de icke-euklideiska geometrierna limpar sig ett av Wellstein! an-

! Weber-Wellstein, Encyklopidie der Elementar-Mathematik, Theil II. 2 A. Leipzig 1907.
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givet sitt att i den euklideiska geometrien definiera ett system av kwrvor och ytor, som ha de
egenskaper, som i de icke-euklideiska geometrierna tillkomma rita linjer och plan. Den féljande
framstillningen paminner visserligen foga om Wellsteins metod att komma fram. Den grundar
sig 1 stillet pa ett uppslag av H. Poincaré i hans berémda arbete La science et I'hypothése.
Den torde vara hade littfattligare och leda raskare till malet &n Wellsteins metod.

§ 14. Poincarés ricke-euklideiska virlds.

Sidan 84 och foljande i Poincarcés arbete ldsa vi foljande:

»BSupposons, par exemple, un monde renfermé dans une grande sphere et soumis aux lois
suivantes:

La température n'y est pas uniforme; elle est maxima au centre, et elle diminue & nesure
qu'on s'en éloigne, pour se réduire au zéro absolu quand on atteint la sphére ot ce monde est
renfermé.

Je precise davantage la loi suivant laquelle varie cette tempcérature. Soit B le rayon de la
sphére limite; soit » la distance du point considéré au centre de cette sphere. [a température
absolue sera proportionelle 4 R? — %

Je supposerai de plus que, dans ce monde, tous les corps aient méme coefficient de dilata
tion, de telle facon que la longueur d'une régle quelconque soit proportionelle & ‘sa température
absolue.

Je supposerai enfin qu'un objet transporté d'un point 4 un autre, dont la température est
différente, se met immddiatement en ¢quilibre calorifique avec son nouveau milieu.

tien dans ces hypothéses n’est contradictoire ou inimaginable.

Un objet mobile deviendra alors de plus en plus petit & mesure u'on se rapprochera de
la spheére limite.

Observons d’abord que, si ce monde est limité au point de vue de notre geéométrie habitu-
elle, il paraitra infini & ses habitants.

Quand ceux-ci, en eftet, veulent se rapprocher de la sphere limite, ils se refroidissent et
deviennent de plus en plus petits. ILes pas qu'ils font sont donc aussi de plus en plus petits,
de sorte u’ils ne peuvent jamais atteindre la sphére limite.

Si pour nous, la géométrie n'est que 1'étude des lois suivant lesquelles se meuvent les soli-
des invariables; pour ces étres imaginaires, ce sera 'é¢tude des lois suivant lesquelles se meuvent
les solides déformés par ces différences de iempéralure dont je viens de parler.

Sans doute, dans notre monde, les solides naturels éprouvent également des variations de
forme et de volume dues A l'échauffement ou au refroidissement. Mais nous négligeons ces
variations en jetant les fondements de la géométrie; car, outre qu'elles sont tres faibles, elles
sont irrégulicres et nous paraissent par conséquent accidentelles.

Dans ce monde hypothétique, il n'en serait plus de méme, et ces variations suivraient des
lois régulicres et tres simples.

D’autre part, les diverses pitces solides dont se composerait le corps de ses habitants, su-
biraient les mémes variations de forme et volume.

Je ferai encore une autre hypothése; je supposerai que la lumiére traverse des milieux
diversement réfringents et e telle sorte que l'indice de refraction soit inversement proportionnel
4 R? — 72 J1 est aisé de voir que, dans ces conditions, les rayons lumineux ne seraient pas recti-
lignes, mais circulaires.» .

Aro strickorna As och As' si smi, att alla punkterna pi var och en av dessa kunna an-
ses ha samma temperatur, har As pa avstindet » fran klotets medelpunkt den absoluta tem-
peraturen 7' och As" pi avstdndet »* absoluta temperaturen 77, riiknas i den tinkta virlden dessa
striickor lika, om:

AR VAN 4 As As'

P TR o Rl Y
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Beteckna vi i var euklideiska geometri bigelementet med ds = \/dz? + dy? 4 dz2, berikna vi i
den nya geometrien bagelementet do pi féljande siitt:

kds
R2y?
diir k ir en konstant, som vi efter behag kunna forfoga over.

Nu giller det att 16sa foljande problem: Léngs vilka kurvor dr fdeo ett minimum, d. v.s.
vilken av kurvorna i vdr geometri ir det kortaste »avstindet» mellan tvid punkter, eller lings
vilken kurva skall en punkt, som i den tinkta virlden anses rora sig med konstant hastighet,
forflyttas for att tillryggaligga avstindet mellan tvad givna punkter pd kortast mojliga tid. Att

hestimma minimum av
Vdz? + dy? + dz?
R — (22 4y’ +2%)

ir ett relativt enkelt variationsproblem, omm man Gvergir till polira koordinater. Resultatet ir
foljande:

De sokta kurvorna dro cirklar, som ligga i plan genom det givna klolets centrum och skdra
detta klot under rita vinklar, eller med andra ord, de svkta kurvorna dro det givna Iklotets ortogonal-
cirklar.

Som bekant ir ljusets hastighet i olika ljusbrytande #mnen omvint proportionell mot deras
brytningsindex n. I6r oss dr sfledes enligt Poincarés antagande, om ljusets hastighet som van-

D) do =

. ds . . o o . .o
ligt betecknas med v denna hastighet variabel pi samma ging som 7, si att stindigt:
dat

1 ds

—— — =k ant.
B dt onstant

Frin den nya geometriens stindpunkt dr saledes ljusets hastighet 5 konstant. Bestimma vi dir-

tor efter kdnda brytningslagar en ljusstrdles vig i den nya virlden, ha vi pi samma ging lost
ovan angivna variationsproblem, ty en ljusstrile beskriver som bekant alltid den vig, som for
den fortast fram mellan tvd punkter, som den passerar. Eftersom brytningen sker vid koncen-
triska klot, blir ljusstrilen alltid en plan kurva, vars plan gir genom det hegrinsande klotets
centrum. Vi kunna siledes studera forhallandena i ett bestimt av dessa plan och infora i detta
plan polira koordinater » och w.

Ar a den vinkel, som en ljusstrile eller rittare sagt dess tangent i punkten med koordina-
terna r och v bildar med radiusvektor, bevisar man litt, att féljande brytningslag i detta fall
(brytning vid koncentriska cirklar) giller:

C (R*r?)

2) nr sin o = C eller sin « = ——-,
r

dir ¢ #r ett for kurvan ifrga konstant tal. Det #dr litt att visa, att kurvan iir en cirkel. T

. . . . . . . . rdv
stillet for att integrera differentialekvationen, som erhdlles, om sin « ersiittes med ds” beritkna
s

. . . . 1 de .
vi i stilllet krokningsradien p, som bestiimmes av - = o ddr de idr den si kallade kontingens-
0 s

0
vinkeln eller vinkeln mellan tvd successiva normaler eller tangenter. Nu gilla i polira koordi-

nater foljande ekvationer:
—ds = dv + da; rdv = sin« . ds; dr = cos « . ds.

de sin du.
: . COS /1.

ds r dr
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. o . - dua . . :
Insittas nu virdena pad sin « och cos «. e erhilles p = 50 Kurvan #r silunda en cirkel, ty
dr 2

det finns inga andra plana kurvor med konstant krékning. For r = R ér sin « = 0. Kurvan
ir siledes en ortogonalcirkel till det givna klotet.

Det givna klotet med radien R, vars medelpunkt vi skola beteckna med O, kunna vi for
korthetens skull kalla det absoluta kiotet och beteckna det med w. Detta klots ortogonalcirklar,
den nya geometriens rita linjer, skola vi kalla o-cirklar. Dessa omfatta iven de rita linjer, som
gd genom (. Den nya geometriens plan bli givetvis de klot, som skéira @ under rita vinklar;
vi beteckna dem med o-klot. Innan vi gi vidare i studiet av dessa kurvor och ytor, mdste vi
dgna vir uppmiirksamhet at det slags transformationer, som kallas avbildningar med reciproka
radier.

§ 15. Inversioner eller avbildningar med reciproka radier.

Givet ir en cirkel med medelpunkten A och radien p. En inversion eller avbildning med
reciproka radier med denna cirkel som inversionscirkel #r en sidan transformation, att om punk-
ten P motsvaras av punkten P’ samt 4’ och AP’ betecknas med » och r, féljande relation giiller:

1) rr = ol

Dirjamte skola vinkelbenen AP och AP sammanfalla. Inforas riitvinkliga koordinater med origo
1 O och beteckna vi de bida punkternas koordinater med respektive z, y och «, y', giilla siledes:

z r Yy Y
2) R L L

n: 7 n r-
men ocksd

’ ’

T r Y i
; 7
) — T e T e

p? r* o2 72

Genom ritkning kan man latt bevisa foljande: Varje inversion avbildar en cirkel i en cirkel och
ar  konform, d. v. s. avbildar vinkeln mellan i kurvor 1 en lika stor vinkel mellan de motsvarande
kurvorna.

Harom kan man for ¢vrigt 6vertyga sig utan rikning. Ligger punkten P pi en cirkel med
radien R, dr medelpunkteavstiandet frin 4 for denna cirkel a och skdr AP pi denna cirkel ut
en punkt S med avstindet s frin 4, sd giller foljande bekanta likhet:

rs = > — R

Denna ekvation jiimfores med ekv. 1. Vi finna dai:

r 0*

— ! — s

s T T konst.

Punktraden P 4r saledes likstilld med punktraden S. Beskriver S en cirkel, beskriver I en
med denna likstdlld cirkel. I likstilligheten dro P och I’ ej homologa utan si kallade anti-
homologa punkter. Att avbildningen ir konform, framgir av det upptickta sambandet mellan
inversion och likstillighet.

Det behover vil ej pipekas, att om punkten P i en inversion motsvaras av punkten P,
motsvaras dven P’ av P, och att inversioner darfor paminna om symmetriska avbildningar. Tvé
inversioner kring samma inversionscirkel ge sadledes till resultat identiteten. Diremot bor det
kanske framhallas, att planets riita linjer méste riknas med till cirklarna, ty varje rit linje, som
ej gdr genom inversionscentrum, avbildas i en cirkel genom inversionscentrum och tviirt om. En-
dast rita linjer genom inversionscirkelns medelpunkt térbli riita linjer. De motsvara sig sjilva.

5
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Inversioner kring klot kunna avfirdas med den anwmidrkningen, att de kunna ersittas med
inversioner kring de cirklar, som planen genom inversionscentrum utskira. pi inversionsklotet.
Klot overforas siledes i klot, om vi betrakta planen som klot av speciell beskaffenhet. Endast
planen genom inversionscentrum motsvaras av plan, De motsvara sig sjalva. Slutligen bor
framhéllas, att inversionscirkelns eller inversionsklotets centrum motsvaras av alla oiindlighets-
punkter, som darfoér bora uppfattas som en enda punkt.

§ 16. Hilberts axiom och den nya geometrien.

Vi dtergd nu till det absoluta klotet w och dess o-cirklar och o-klot. Varje o-cirkel mot-
svarar tydligen vid en inversion kring o sig sjilv. En o-cirkel genom punkterna 4 och B gir
niamligen dven genom de punkter 4 och B, som vid inversionen kring @ motsvara 4 och B,
och ar darfor fullt bestimd. Hiarav framgir genast riktigheten av foljande: Genom tvd punkter
A och B, som ligga inom eller pd det absoluta klotet w, gir en enda o-cirkel AB, ndmligen den, som
gir genom 4, B, 4', B

Ett ortogonalklot till @ dr bestimt av en o-cirkel och en punkt utom denna. Ligger denna
punkt i o-cirkelns plan, ar o-klotet ett plan genom 0. Ett o-klot innehéller alla o-cirklar genom
tva av dess punkter, om dessa senare ligga inom w. Sédledes: Ett o-klot ir bestimt av tre punk-
ter inom eller pd det absoluta klotet, om dessa tre punkter e tillhora samma o-civkel. Tvd o klot, som
ha en gemensam punki, ha en gemensam o-cirkel.

Vi ha siledes bevisat foljande viktiga sats:

Utbytas i axiomen 1 Hilberts forsta grupp »>punkt> mot »punkt inom det absoluta klotet», »rit
linje» mot »o-cirkel» eller »ortogonalcirkel till det absoluta klotet», splan» mot »o-klot» eller »ortogonal -
klot Gl det absoluta klotet>, forbliva dessa satser forifarande riktiga.

Aro 4 och B tvid punkter inom klotet w, kunna vi definiera »strickan 4B» som den o-cir-
kelbdge AB, vars alla punkter ligga inom det absoluta klotet w. Varje punkt C pa »strickan»
AB, siges ligga »smellan» 4 och B. En »stricka» AB kan frin o-cirkeln AB:s medelpunkt M
projicieras av vinkelben MC, som ligga mellan vinkelbenen M4 och M B. Hilberts axiom II:1—3
gilla darfor, emedan de gilla for vinkelbenen mellan tva vinkelben.

Varje klot delar de av rummets punkter, som ej ligga pa klotet, i tvid klasser, inre och
yttre punkter. Ett o-klot « delar siledes det absoluta klotets inre punkter:i sidana, som ligga
inom bide a och w, samt i sidana, som ligga inom @ men utom «. Naturligtvis bortse vi da fran
ais egna punkter. Tillhér punkten 4 den forsta, punkten B den andra klassen, maéste o-cirkeln
AB skdra o i tvd punkter C och C'. Dessa motsvara varandra i inversionen kring . Endast
en av dem ligger darfér inom . Vi ha siledes visat, att varje o-klot delar det absoluta klotets
inre punkter i tvd klasser, s& att om 4 och B tillhéra var sin av dessa klasser, »strickan» AR
och o-klotet @ ha en gemensam punkt. Eftersom en o-cirkel och ett o-klot endast skéra var-
andra 1 en punkt inom @, méste om ett o-klot och sstrickan» 4B ha en gemensam punkt
C, A och B tillhdra var sin av ovanndmnda klasser. Det dr silunda tydligt, att axiomet II:4 giller.
Saledes:

Hilberts anordningsaxiom kunna tllimpas pa det absoluta klotets inre punkter, dess o-cirklar och
o-klot.

Varje sats, som stoder sig uteslutande pd axiomen i grupperna I och II forblir saledes rik-
tig, om »rédt linje» och »plan» utbytas mot »o-cirkel» och »o-klot till ett givet klot» w, »punkt»
mot »punkt inom w». Desargues’ sats, satsen om den fjarde harmoniska punktens entydighet
och 6ver huvud taget den projektiva geometriens alla satser tillita en sidan Oversittning. Det
syns siledes, att en string grundlaggning av geometrien och en undersékning av de enskilda



35

axiomens rickvidd dro av stor praktisk betydelse. Desargues’ sats, Gversatt pi det nya geomet-
riska spraket, vore det kanske ej si enkelt att direkt bevisa.

Ekvationerna for ortogonalkloten till det absoluta klotet w iro, om ett ritvinkligt koordinat-
system med origo i O, infores: :

1) o 22+ y?+224+242+2 By+2 C 2+ R*=0,

diar 4, B, C iro parametrar. Att genom rikningar bevisa foregiende satser dr siledes en enkel
sak. Dessa ekvationer kunna goras linjdra genom féljande substitution:

’

x 22
R'-’_x‘-’+y'3+z‘-’+R2

Mot varje reell punkt x, y, z svarar en reell punkt a/,y’, 2. Denna senare motsvarar ocksi
den punkt, som #r bilden av z, y, » vid inversion kring @. Aven mot vissa imaginira punkter
(xr, y, #), svara reella punkter (z', y, z’). Man finner litt, att om z, y, # fro reella, giller
2+ y?+22<R%.  Ar 2''+4y?+2?>R? motsvarar den reella punkten 2, ¥, £ tvi imagindra
punkter z, ¢, z Tydligt dr, att transformationen avbildar o-cirklarna och o-kloten pi den
euklideiska geometriens rita linjer och plan, si att snittpunkterna mellan tvi o-cirklar motsvara
snittpunkten mellan de motsvarande rita linjerna. Det absoluta klotet avbildas i sig sjilft. Tvi
o-cirklar, som skidra varandra i punkter, som ej ligga pi det absoluta klotet, motsvaras av tvi
rata linjer, som skdra varandra inom det absoluta klotet. 'Tva o-cirklar, som ej skira varandra,
motsvaras av tvd rita linjer, som skdra varandra utom det absoluta klotet. Lingre fram skola
vi studera denna transformation ur andra synpunkter.

Diremot bor det genast nu framhallas, att denna transformation ¢ iir konform. Det fram-

gir ju dirav, att en triangels vinkelsumma i den nya cirkelgeometrien tydligen alltid iir mindre
an tvd ridta. Vidstiende figur visar en triangel, vars alla vinklar iro noll.
Dess hornpunkter ligga visserligen pd det absoluta klotet, och triangeln dr si-
ledes ingen egentlig triangel. Av exemplet framgir dock, att det finns tri-
anglar med hur liten vinkelsumma som helst. DParallellaxiomet ir silunda ej
giltigt inom den nya cirkelgeometrien. Diremot gilla kontinuitetsaxiomen.
Som koordinater anvindas ju de reella talen. Darfor giller V:2. Att v:l
giller, inser man genast av framstillningen i.nista paragraf.

Vi gi nu att betrakta inversionerna kring det absoluta klotets o-klot. Ar )
medelpunkten i ett sidant punkten a, », ¢, gilla enligt § 15 transformations- Fig. 24.
formlerna

(3 st.)

r'—a z—a

3) ... (3 st.), dir »? = (@—a)® + (y—D)® + (z—¢)* och p*=a® + b* + *—R?, jimte

102 r2
r—a

) . =“‘”__,?“ (3 st.)

Att dessa transformationer ej forindra vinklarnas storlek, dr redan bevisat. Att de ej heller
fordindra »strickornas» storlek, uppvisas genom att genom rikning bevisa féljande likhet:

T e T
R— (@42 RP—( 4y %)

Transformationerna oGverfora siledes »strdckor» och »vinklar» i lika stora »strdckor» och
vinklar. De overfora vidare det absoluta klotets inre punkter i dess inre punkter.

Bland dessa transformationer finns en, som overfor en efter behag vald inre punkt 4 i det
absoluta klotets medelpunkt O. Utan att problemet inskriinkes, kunna vi beteckna A4:s koordi-
nater med z;, 0, 0. Foljande inversion #r den sokta:



' —a r—a . . R?
BTy S P g (3 st.), direa= e
O ar saledes ej nagon punkt, som 1 nagot hinseende skiljer sig frin de andra av det absoluta
klotets inre punkter. Transformationen tilliter oss att utbyta varje punkt mot O, vilket ir av
stor fordel, emedan riikningarna darigenom forenklas. Onska vi studera forhallandena pa ett
o-klot, kan detta genom en dylik transformation utbytas mot ett o-klot, som &ar ett plan genom
0. Varje o-cirkel kan genom en dylik transformation 6verforas i en rit linje genom O o. s. v.
»Lika strickor» OA, OB i O aro dven i vanlig bemirkelse lika. Man inser siledes genast, att
hela gruppen III av Hilberts axiom dro giltiga, ty 111: 1—3, 6 dro giltiga i O, sdledes alltid gil-
tiga. Att IIL: 4—5 gilla, inses ju omedelbart, emedan »lika vinklar» dro i verklig mening
lika vinklar.

§ 17. Trigonometrien i den nya geometrien.

Lat oss betrakta foljande o-cirkel:

N
sy s STHER ‘
1) 24— — x4+ Ri=0
s
R'l__s.’
Den skir z-axeln i punkten z=s. Dess radie p bestimmes av p=
2%

Overgi vi till polara koordinater r och v, dvergir 1) i
R? +r'.’ R‘.’ + S'.’
) cos v=--- :
: : r s
Inféra vi slutligen viirdet pa p i ekv. 2, § 14 och erinra oss, att 2 (‘=" , hestimmes vinkeln «
) 0

i
mellan o-cirkeln och radiusvektor i punkten r, v av ekvationen:

RX—y? R2—-g?

S

Slutligen berikna vi ur ekv. 1, § 14 »avstindet> ¢ mellan O och punkteh med koordinaterna
r, v. Vi crhilla da:

k R+
d) o= 27{]0gR S eller:
) e&—e " . Ro
) r=R. Gt = Rth z, diir ¢ = o

om, som vanligt, funktionerna sih z, cohz, th z definieras av:

. e—e ™" .. e“+e ” . stha . .. . -
sih a=--—"—-—-= — 1 sint2; cohz= =cos i v; the= . dér 7 dr den imaginara enheten.
) 9 )
2 2 cohx

Vi sdtta slutligen A=2 R, varigenom de féljande formlerna bhli enklare.

Latom1 oss nu studera ‘en vid C ritvinklig triangel ABC! Lat B sammanfalla med det
absoluta klotets medelpunkt O, och kalla »lingderna» pa de »sidor», som ptd emot A, B, Cfor
A, B, C respektive, vinklarna «, /3, j respektive! Vinkeln j iir rdt. Tillimpa vi nu vira formler
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2, 3, 4, erhallas féljande fundamentala trigonometriska formler fér en riatvinklig
triangel :

c 5 72
I’ sin sih 4 sin /4 sih B
AT TR UU U PP UUP a=-_—; =——,
sii\ C sllh C A /-
t th B
I =_ - =——,
COSA= i @ OSE=HT
IIL . coh C = coh 4. coh B.
B8
C
For att hédrleda dessa formler behéver man blott sitta v=pg, r= lh—5 ; Fig. 25.

s = th3. Daerhillas 6gonblickligen 1" och II', omn man Gvergar tillsin i z, cos i  och tillampar kdnda

trigonometriska additionsteorem. Formeln 111’ erhilles med ldatthet ur de bidda andra.
Sonderdelas en triangel vilken som helst i tvad riatvinkliga och tillimpas pa dessa de hir-
ledda trigonometriska formlerna, erhillas foljande allménna trigonometriska formler utan svarig-
het, om de trigonometriska additionsteoremen anvindas:
| sih 4 sih B sih

: = = . (Sinusteoremet).
sin « sin A sin y

............................... coh C = coh 4 coh B—sih A sih B cos y (IForsta cosinusteoremet).
................................. cos y — —cos « cos 3+ sin o sin 3 coh C (Andra cosinusteoremet)

Betrakta vi ekv. 4, finna vi, att o vixer kontinuerligt med r frin ¢ = o f6r » = o till
g == co fér » = R. »Avstdndet> mellan en punkt inom och en punkt utom det absoluta klotet
ar imagindrt. Det absoluta klotets vttre punkter &ro ju emellertid uteslutna, rdknas ej som
punkter i den nya cirkelgeometrien.

Ur formeln IIT hirledes med litthet — cos (¢« + 8) < cos 7, d. v. s. 180°—a—f3>7.
Vinkelsumman i en triangel ar siledes alltid mindre @n tvi réta, vilket vi ju redan forut visste.

Som en littnad for ldsaren anfores foljande lidtt verifierbara formler: coh’z—sih’z = 1;
coh (z + y) == coh = coh y + sih z sih y; sih (x + y) ~ sih z coh y + coh x sih . Naturligtvis
iro dven negativa a-viirden tillitlign. Genast inses riktigheten av: coh (—=z) = coh ;
sih (—z) ==—sih a; th (—2z) =-—th x.

Det har redan férut ndmnts, att Lobatscheffsky och Bolyai genom att forkasta parallellaxiomet
konstruerade ett nytt geometriskt system, vars plana trigonometri de lyckades hirleda. Deras
trigonometri Ar identisk med den nu hirledda trigenometrien inom ortogonalcirkelgeometrien.
Det forutsigs redan av den skarpsinnige TLambert, som papekade, att om det existerade en
geometri, i vilken en triangels vinkelsumma #ir mindre dn tvi rita, borde dess plana trigono-
metri kunna erhéllas ur den sfiriska genom att gora sidorna imaginiira. Att si verkligen i
forhallandet, framgar genast vid jimforandet mellan grundformlerna I, 11, 11T och den sfiriska
trigonometriens grundformler. Dessa dr som bekant féljande:

.o8ind  sinB sin C . X
A e LT = (Sinusteorcmet).
§in e sin 3 sin oy

B o cos ¢ cos A cos B+ sin A sin B cos y (Forsta cosinusteoremet).

. cos 7= —cos u cos 4+ sin « ¥in #cos C (Andra cosinusteoremet).

Hur forhdller det sig med cirkelgeometriens sfiriska trigonometri, . v. s. vilka samband
bestd mellan sidor och vinklar i en trekant? P34 denna friga kan man Ggonblickligen lémna
svaret: Cirkelgeometriens sfariska trigonometri iir densamma som den euklideiska geometriens sfdriska
trigonometri. Denna giller ju 1 0, det absoluta klotets medelpunkt, emedan diir ortogonalcirklarna
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och de euklideiska riita linjerna dro identiska. Den sf@riska trigonometrien dr siledes oberoende av
pardllellaziomet. Bevisandet av denna viktiga sats var ett av de forsta och viktigaste stegen pi
Lobatscheffskys moédosamma viig fram till den icke-euklideiska geometriens plana trigonometri.
Lambert framhéll, att om parallellaxiomet firkastades, existerade ett absolut matt pa stréckor,

i det att till varje striicka kunde tillordnas en bestiimd vinkel, den si kallade parallellitetsvinkeln
(se § 13). Denna parallellitetsvinkel kan nu berdknas.

Antag, att i punkten 4 pa »avstindet» S fran riata linjen

v ’\ a, den spetsiga vinkel, som bildas av normalen mot a frin
S A och den ena av de linjer, som skilja de a skdrande
frin de a icke skirande linjerna genom A4, dr ». Denna
. vinkel kunna vi berikna ur Il' genom att lata C viixa over
Fig. 26. alla griinser, d. v. s. gora #hC — 1. Vi fi di foljande

relation :

DY cos ¢ = thS.

Mot §=1 svarar _—.

svarar €os v = 5 —

I vir distansformel ingick ursprungligen en villkorlig konstant &, som vi sedan satte till

ZR. Hade den i stillet satts till 2R? hade R upptritt i stillet for 4, saledes fortfarande en
12

villkorlig konstant upptritt. Det kan ha sitt intresse att se vad det di blir av vara trigono-
metriska formler, om R fir vixa Over alla grinser. Geuom att utveckla funktionerna sih 4
o. 8. v. i Taylors serie och sedan lita R viixa, overgir I' i det vanliga sinusteoremet, II i cosi-
nusteoremet och IITi cos y =—cos (« + fA),d.v.s.a + B + y == 180° Till detta resultat kom-
mer man naturligtvis ocksd genom att gora 4, B, Csmi. [ infinitesimala trianglar géller siledes
den vanliga plana trigonometrien.

§ 18. Ortogonalcirkelgeometrien och den hyperboliska geometrien.

Lobatscheffskys och Bolyais geometriska system brukar man ofta kalla f6r den hyperboliska
geometrien. Denna term adr foreslagen av F. Klein.

Gemensamt for ortogonalcirkelgeometrien och den hyperboliska geometrien ir forkastandet
av parallellaxiomet men bibehdllandet av alla ¢vriga satser. D4 nu ocksd den enas trigonometri
sammanfaller med den andras, kan ej lingre sanningen av féljande pédstiende betvivlas. Orto-
gonalcirkelgeometrien och den hyperboliska geometrien dvo identiska. Den ena geometriens .satser gilla i
den andra. Eftersom ortogonalcirkelgeometrien stir eller faller med den euklideiska, dr givetvis
den hyperboliska geowmetrien eft system av salser, som e€j wolsiga varandra, och parallellaxiomet iir
oberoende av alla andra axiom i Hilberls system.

Vill man studera den hyperboliska geometrien, kan man siledes studera ortogonalcirklarna
till ett klot, vilket i allmidnhet fir en littare uppgift, emedan Askddningen hjilper en framat,
under det att vid det direkta studiet av den hyperboliska geometrien dskidningen direkt hindrar.
Naturligtvis kan man ocksd vid studiet av cirkelgeometrien ha nytta av den hyperboliska geo-
metrien. Med dess hjilp kan man med ldtthet hitta en ganska elegant ldsning till det bekanta
problemet att finna en cirkel, som tangerar tre givna cirklar, vilken uppgift far betraktas som
ritt svar.

I '§ 16 omnimndes en intressant kvadratisk transformation, som gjorde o-cirklarnas och
o-klotens ekvationer linjira. TLat oss dia i ekv. 2 § 16 inféra polira kordinater, r, v, ¢. Den
overgir di i
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Intoras formedelst ekv. 4, § 17 & och o, 6vergir 1 i

) e e d =20

Det rationellaste sittet att i den hyperboliska geometrien i planet! inféra ritvinkliga koordinater
ar darfor foljande. De mot varandra vinkelrita kondinataxlarna OX och = -
0Y, pa vilka positiva riktningar #ro fixerade, viljas efter behag. Frin . ~
den efter behag valda punkten P fillas normaler mot dessa axlar.
Deras fotpunkter ma vara % och P OP, =X, OP, =Y. Det hor
observeras, att PP, och OP,ej dr lika, ej heller PP, och OP, samnt att
vinkeln vid P ej ar riit. Vi definiera nu koordinaterna x och y fér punk-
ten P pd foljande sitt: X
B) @ = Rih X; y = Rth Y. 1 =

Rata linjernas ekvationer bli dd av forsta graden i z och 4. Fig. 2%

Mot reella éndliga viirden pd X och Y svara reella z- och y-viirden,
som satisflera 2’ 4+ y*<R® Oindliga virden pad X och Y eller pi endera ger a® + y* R
Reella x- och y-varden, for vilka x* + y*>R® giller, motsvara imaginiira viirden pad X, V. |
cirkelgeometrien motsvara ett sddant par z, y de imagindra snittpunkterna mellan tvd varandra
ej skdrande o-cirklar. T rummet gilla naturligtvis motsvarande péstienden.

Ortogonalcirklarna till det absoluta klotet och rita linjerna inom den hyperboliska geometrien
iro silledes genom denna transformation avbildade pi de euklideiska rita linjerna. Avbildningen
ir ej konform. Den euklideiska projektiva geometrien och den hyperboliska projektiva geometrien mdste
dock vara identiska, ty for att uppbygga den analytiska projektiva geometrien behover man endast
stodja sig pd att ridta linjernas och planens ekvationer dro linjara. Ior att alla plan skola skiira
varandra, adjungeras inom den euklideiska geometrien de si kallade oindlighetspunkterna. Inom
den hyperboliska fir man adjungera punkterna utom och pa klotet > + y* 4+ x* = R®. Dessa oegent-
liga punkter kunna oberoende av koordinatbegreppet inféras pi det sitt, som i § 3 skisserades.

§ 19, Knippen av o-cirklar och deras ortogonalcirklar.

Vi betrakta en cirkel och en punkt P’ i dess plan samt draga genom I’ en riit linje efter
behag. LAt denna skira cirkeln i punkterna A4 och B. Som bekant #r produkten av strickorna
PA och PB konstant. Denna for punkten P karakteristiska produkt, férsedd med ldmpligt tecken,
kallas cirkelns potens i+ P. Vi forse den med positivt tecken, om P’ ligger utom cirkeln, med
negativt tecken, om P ligger inom. Frin varje punkt med positiv potens kunna siledes tvi
tangenter dragas till cirkeln; frin en punkt med negativ potens ar det omgjligt att draga tan-
genter till cirkeln. Iigger punkten P pa cirkeln, édr cirkelns potens i denna punkt noll.

Orten for punkter, i vilka tva cirklar ha lika potens, kallas potenslinje eller radikalaxel. Den
ir som bekant en rit linje, som gar genom de bada cirklarnas snittpunkter, om sidana finnas.

Cirklar med gemensam radikalaxel i samma plan sigas bilda ett plant cirkellnippe. Tangera
tvad cirklar i1 ett knippe varandra, maste de 1 tangeringspunkten A4 tangera radikalaxeln a.
Radikalaxeln tangeras sdledes i 4 av alla individerna i knippet. De olika individernas medel-
punkter ligga p& normalen b till a genom punkten A. Varje cirkel, som har sin medelpunkt
pd a och gir genom 4, skir varje individ i knippet under rita vinklar och tangerar b i 4.
Kalla vi ett knippe cirklar, som tangera en rit linje i en given punkt, for ett paraboliskt cirkel-
knippe, ha vi saledes bevisat foljande: Ortogonalcirklarna till ett paraboliskt cirkellknippe bilda ett
paraboliskt cirkelknippe.

Skar 1 ett cirkelknippe en enda individ knippets radikalaxel i tvd punkter 4 och B, miste
alla individer i knippet gi genom dessa bada punkter. Ett cirkelknippe med tva fixpunkter
kallas ett elliptiskt knippe. I detta spela tva individer en sérskild roll, radikalaxeln 4B och den

' T rummet forfar man pd liknande sitt.
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cirkel, som har 4B till diameter. Vilja vi nu pd rita linjen 4B en punkt P, som ej ligger
pa strickan AB, men for ovrigt var som helst, kunna ju frdn denna lika tangenter dragas till
knippets alla cirklar. Med P som medelpunkt gir séiledes en
fullt bestimd cirkel, som skidr knippets alla cirklar under rita
vinklar. Det dr lidtt att inse, att dessa ortogonalcirklar i varje
punkt pid AB:s mittpunktsnormal ha lika potens. [t elliptiskt
knippes ortogonalcirklar bilda sdledes ett knippe. Det inses genast,
att tvd individer i detta knippe ej kunna skédra varandra. Ett
sidant knippe kallas hyperboliskt. Knippet bestir av tva system
av cirklar, som skiljas &t genom deras radikalaxel. Det ena
hestidr av cirklar, som omsluta 4; det andra av cirklar, som om-
sluta B. Dessa punkter kunna betraktas som individer i knippet
och kallas sisom sddana det hyperboliska knippets punktcirklar.
Tydligen bestir varje hyperboliskt knippe av ortogonaleirklar till
ett givet elliptiskt knippe. Siledes:

Ortogonalcirklarna till ett elliptisht cirkelknippe bilda elt lyper-
boliskt cirkelknippe; ortogonalcirklarna till ett hyperboliskt cirkelknippe
bilda ett elliptiskt cirkellknippe.

Det dr tydligt, att ekvationerna for individerna i ett plant cirkelknippe kunna skrivas pa
toljande sitt:

Fig. 98.

22+’ +2 Ax+2 By+C+kh(d2+ B y+C)=0,

dir k ar en parameter, A'z+ B y+ ' =0 radikalaxeln och z?4%>4+2 4242 By + C= 0 ekva-
tionen for en efter behag vald individ i knippet.

Pa ett klot « bestimmes ett cirkelknippe av planen genom en rit linje . Detta knippe
ir elliptiskt, hyperboliskt eller paraboliskt, om den rita linjen » skir, icke rikar eller tangerar
klotet «. En inversion Aring ett klot dverfor et knippe cirklar pd ett klot i ett cirkelknippe pd sam-
ma eller pd ett annat kiot. Klotet « Gverféres niimligen i ett bestdimt klot «', planen genom r i
kloten genom den mot r svarande cirkeln »'. Knippets individer bestimmas silunda av f6l-
jande ekvationer: ‘

2+ +24+2 Ax+2By+2Cz+D=0. ... (klotet )
2+ +224+2 A+ 2 By4+2 2+ D +k(ax+by+e)= 0 ... (kloten genom #')
eller av ekvationen for klotet «' och féljande plan:
2(4—A)x+2(B—B) y+2(C—C)z+ D' —D+k(ax+by+c)=0,
vilka plan tydligen gi genom en och samma rita linje. Att elliptiska knippen ¢verforas i ellip-
tiska, hyperboliska i hyperboliska och paraboliska i paraboliska, dr sjdlvklart.

Viljes nu inversionsklotet si, att det gir genom centrum i klotet «, avbildas detta som
bekant i ett plan, cirkelknippet pd « sdledes i ett plant cirkelknippe. Kinner man egenskaperna

Vi oOvergd nu till det absoluta klotets ortogonalcirklar. Tvd sidana cirklar a och ¥, som
ligga pd samma o klot y, bestimma ett knippe av o-cirklair pd féljande sitt. De plan, i vilka «
och b ligga, skiira varandra lings en riit linje r genom O, det absoluta klotets medelpunkt. Pla-
nen genom r utskidra pd y knippets individer. Vi utféra nu en inversion, si att o-klotet y av-
bildas pa ett av de o-klot, som gir genom 0O, d. v. s. pd ett plan gendm O. Vi fi da studera
ett plant knippe, varigenom undersékningen blir enklare, utan att dess allméngiltighet inskrinkes.
Detta plan antages skidra det absoluta klotet w i cirkeln o. BAade elliptiska, hyperboliska och
paraboliska knippen forekomma. De.senare limna vi tills vidare 4 sido.

Ett elliptiskt knippe av o-cirklar bestdr av alla o-cirklar, som g& genom tva fixa punkter
M och M’, som &ro varandras bilder i inversionen kring cirkeln o. En av dem, lit vara M, lig-
ger inom o. Knippet dr sdlunda karakteriserat av att alla dess individer gi genom M. Knip-
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pets ortogonalcirklar bilda ett hyperboliskt knippe. Bland dem finns o, som séledes ej kan rika
nagon annan individ i detta senare knippe. Av denna anledning finns ingen o-cirkel med inom
knippet. Utfora vi inversioner kring o-cirklarna genom M, maste dessa o-cirklars ortogonalcirklar
motsvara sig sjilva. Eftersom dessa inversioner overféra »strickor» i »lika strickor» giller:

En ortogonalcirkel till o-civklarna genom en punkt M har den egenskapen, att alla dess punkier
ligga »lika lingt> fran M. I den hyperboliska geomelrien motsvaras darfor eit elliptiskt o-cirkelknippe
och dess ortogonalcirklar av elt knippe vrita linjer genom en fix punkt M och cirklarna med M till
medel punkt.

Vi gd nu till ett hyperboliskt knippe av o-cirklar A

och dess elliptiska ortogonalcirkelknippe. Till detta se-
nare hor dven o. Dess fixpunkter ' och B’ ligga siledes
pi o. Genom dessa bdda punkter gir knippets enda
o-cirkel A'B’. (P4 figuren #r denna en diameter i o.)
Ett hyperboliskt knippe av o-cirklar kan siledes definieras som
sammanfatiningen av de o-civklar, som shira en given o-cirkel
under rita vinklar.

Inversionerna kring det hyperboliska o-cirkelknippets
individer overfora dess ortogonaleirklar i sig sjdlva, sé-
ledes dven o-cirkeln A'B’. Det dr di klart, att orfogonal- ————
cirklarna  till et hyperboliskt o-cirkelknippe dro att betrakta —t—
som orten for punkter, som ligga pd lika avstind frin den [
o-cirkel, som skir o cirkelknippels alla individer under rita .
vinklar,

I den hyperboliska geometrien giller silunda, att orto-
gonaltrajektorierna till de rdta linjer i ett plan, som skira

=g

en rit linje a wnder rila vinklar, ha den egenskapen, att alla :
punkter pa var och en av dem ligga lika lingt frin a. Fig. 29.
Egenskaperna hos rita linjer genom en och samma
punkt och hos de ytor, som skiira dessa under rita vinklar, liksom egenskaperna hos ett plans
normaler och de mot dem vinkelrdta ytorna torde nu omedelbart inses.

§ 20. Den hyperboliska geometriens absoluta polarsystem.

Villkoret for att tva cirklar
L+’ +2A4x+2By+ =0, 2*+y*+24x+2 By+C =0
skola skédra varandra under rita vinklar ir:
C+C=244+2 BB’

Ortogonalitetsvillkoret for tva o cirklar dr siledes, di for dem C= R?giller, foljande:

1) AA 4+ BB =R
Denna ekvation uttrycker ocksid villkoret for att de tva rita linjerna
) Ax+By+R*=o0, Az+By+ R*=o0

i den hyperboliska geometrien skdra varandra under rita vinklar.

Ar den rita linjen med koordinaterna 4, B given, finner man, att om ekv. 1 giller, de riita
linjerna A'x+ B'y+ R?==0 samtliga passera genom punkten med koordinaterna x; =—4, y,=—258.
Denna punkt kallas den absolufa polen till rita linjen 4 x4+ By+ R*=o. Likaledes finner man,
att absoluta polerna till alla rita linjer genom punkten z;, 7, ligga pa rita linjen

6



) e xx, +yy, =R~

Denna rita linje kallas den absoluta polaren till punkten x;, y;. v
Vi observera, att riita linjen 3) iir polaren till x;, y, med avseende pa éirkeln x4 =R
T rummet gilla motsvarande pastienden. Siledes:

Alla noymaler till ett plan o gi genom en och samma oegentliga punkt A’, s absoluta pol. Orten
fior polerna till alla plan, som gi genom en och samma punkt A, iir ett oegentliyt plan a', A:s absoluta
pclarplan.  Orten for de absoluta polarplanen till punkterna pi en vit linje a eller orten for de abso-
luta polerna till planen genom a ir en oegentlig rit linje a', a:s konjugerade absoluta polar. Genom
a g& as alla normalplan. Det absoluta polarvsystemet dr det absoluta klotets polarsystem.

I den cuklideiska geometrien kunna vi siledes inféra den hyperboliska genom att viilja ett
klot @ efter behag, det absoluta klotet, och kalla alla dess inre punkter for verkliga punkter,
de aterstiende for oegentliga. Normalerna till ett plan « definieras som de rita linjer, som gi
genom polen ' till « med avseende pa klotet w. Normalplanen till en riit linje a &ro de plan,
som gi genom snittlinjen a’ mellan polarplanen till tvi punkter pd a. Innehéller planet « egent-
lign punkter, d. v. s. iir « ett egentligt plan, ir 4’ en oegentlig punkt. Av de bida rita lin-
jerna a och «, de konjugerade polarerna, innehdller den ena egentliga, den andra endast oegent-
liga punkter, sivida ej a och i si fall dven a’ tangerar det absoluta klotet. Det absoluta klotet
ir att betrakta som orten fér punkter, som ligga i sina polarplan.

Polariteten i ett plan « &dr bestiimd av snittkurvan mellan « och det absoluta klotet. Denna
ir en cirkel, om « ir ett egentligt plan. Ar « ett oegentligt, det absoluta klotet ej tangerande
plan, dr denna cirkel imaginir. Dolariteten i ett sidant plan «' ir icke desto mindre hestiimd.
Projiciera vi planet frin den egentliga punkt 4, som iir polen till «' («" #r dd polarplan till 4),
projicieras en punkt P och dess polar p' i «’ i en strile p och dess normalplan =’. 1 varje
punkt A ir siledes ocksi en polaritet bestimd, si att mot varje rit linje p :genom . svarar ett
plan 7, p:s polar. S #r givetvis forhallandet, dven om A4 iir en oegentlig punkt. T detta se-
nare fall finns det rita linjer, som ligga i sina egna polarer. De generera den tangentkon till
det absoluta klotet, som har sin spets 1 4. Ar 4 egentlig, ir denna tangentkon imaginir.

I varje plan, som tangerar det absoluta klotet, och i varje punkt pi det absoluta klotet ar
polariteten urartad. Réta linjer och plan genom en sidan punkt, »parallellerna», méste darfor
ha sdrskilda egenskaper. Vi skola studera dem i § 21.

Fér att definiera en andragradsyta behovs inga méttbegrepp. Den projektiva geometrien ir
i stind att. definiera dem. Den formar endast urskilja tre slags andragradsytor: imaginéra ytor,
reella linjerbara och reella ej linjerbara. Till det senare slaget hor klotet. Den hyperboliska
geometrien kan siledes inforas i den projektiva genom att vilja en reell, ej linjerbar andragrads-

~yta till det absoluta. Kongruenta avbildningar definteras sedan som sidana projektiva avbildningar,
som avbilda en punkt A och dess polarplan «' i en punkt B och dess polarplan &, d. v. s. avbilda
det absoluta 1 sig sjilft.

Hur det gir, om vi vélja en imagindr andragradsyta till det absoluta, skola vi fi sei§ 22.
En reell linjerbar yta kan ej girna viljas till det absoluta. Frin varje punkt kan namligen
till en sddan ldggas en reell tangentkon. I alla punkter skulle det saledes finnas réta linjer,
som lage i sina polarer, d. v. s. i sina normalplan.

Den euklideiska geometriens absoluta andragradsyta dr en degenererad sidan. Det absoluta
1 varje punkt a, b, ¢ 4 givetvis en imaginidr kon: (z—a)?+(y—b)?+ (v—c)?=0. Den utskér i
odandlighetsplanet den si kallade »imaginiira klotcirkeln». Genom denna gir ndmligen varje klot.
Euklideiska geometriens absoluta system #r sdledes oidndlighetsplanets »imagindra klotcirkel».
Det absoluta i planet dro de pa odndlighetslinjen beligna »imagindra cirkelpunkterna», planets
snittpunkter med den imagindra klotcirkeln.

Lat oss nu atergd till den hyperboliska geometrien och betrakta tva plan a och B, som ej skéra
varandra i nigon egentlig punkt och ej heller rikas pa det absoluta klotet. Deras poler mai
vara 4" och B'. Rita linjen A'B' dr dd deras gemensamma normal. Denna linje innehéller egent-
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liga punkter, ty snittlinjen mellan « och 3, sum &r A'B"s konjugerade polar innehdller ju idel
oegentliga punkter och tangerar ej det absoluta. Twd rdta linjer « och b i samma plan, som e
skdra varandra och ¢f dro »parallella>, ha siledes en gemensam normal. Uppenbarligen kan denna
latt konstrueras. Genom ait pa sitt som i § 3 visats, bestimma snittpunkterna mellan a och
b samt den av tvd oegentliga punkter bestimda rita linjen 4’'B’, som gir genom a:s och b:s
poler " och B, &r denna normal 4'B’ bestamd av tvd egentliga punkter.

Slutligenn hiirleda vi de formler, som i den hyperboliska geometrien férmedla évergangen
frdn ett ritvinkligt koordinatsystem till ett annat. Vi kunna begriinsa oss till planet och 6vergi
da forst till ett ritvinkligt koordinatsystem, soni uppstatt ur det givna genom en translation
lings x-axeln. Koordinaterna i det gamla systemet beteckna vi med z och y, i det nya med
a’ och 4 Det nya systemets origo ma ha koordinaterna a, o. Vi infora forst de i § 18 defi-
nierade Y, Y, X', Y, A.

Vi gi forst till tvi ritvinkliga trianglar 4B(' och ABC’ med sammanfallande hypotenusa C.
Vinkeln mellan hypotenusan € och kateten B ma vara «; vinkeln mellan C och kateten
A'=BC vilja vi till 90—« Med formlerna 1', 1I', [II' bevisar man d& latt foljande relation:

th A’ — tl}r A )
' T coh B
Denna formel skola vi anvénda pa koordinattransformationen. -
Bokstivernas betydelse framgir av figuren. Vi erhalla da fol- ' 1
jande formler: e Y z
th ' 1 i th 1 S X—A4+ N l(’f“ e |
th Z coh X'" th Z coh X ¥ i
th ¥  coh X Tig. 30.

th ¥ coh (X—A4)

Atergd vi nu till o, 4, o', ¥/, a tormedels ekv. 3 § 18, erhalla vi:

4) .......................................... r = ] a .I;Y Yy ] ‘(I .
R Re
I rummet kompletteras dessa av:
a.’
% \/] —
. ] R
) I RPN z ] A
Rz

Eftersom alla rorelser kunna reduceras pa en translation och en vridning och formlerna for
vridning av ett koordinatsystem givetvis dro desamma som i den euklideiska geometrien, ar si-
ledes problemet att utféra en koordinattranstormation 16st. Vi komplettera dessa formler genom
att ge ekvationen for ett klot med centrum i punkten a, b, ¢ ochradien S. Vi séitta: o= R4 S.
Da blir klotets ekvation:

X b 2
D) R [(x— )2+ (y— 1)+ (3 — )] —[(ay—-bx)* + (hz—cy) + (cx? —ax)*) =p° [R— art 737/-}-09{,]'

R

Ekvationen erhalles givetvis genom att hianfora x*+y°+2x*=p" till ett koordinatsystem med
origo 1 a, b, c.
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Ar a, b, ¢ en verklig punkt, betyder ekv. 5 ett klot, d. v. s. orten for punkter, som ha
samma avstind till punkten a, b, ¢. Ar daremot denna punkt oegentlig och ligger den ej pa det
absoluta klotet, ar det klart, att ekv. 5 betyder orten for punkter pi lika avstdnd fran det abso-
luta polarplanet till punkten a, b, ¢, d. v. s. planet ax+Dby+cx=R"

Satta vi z=0 och b=c=o0 samt gora a odndlig, Gvergar 5 i
6) ..................... ‘0"v2+R2y/’:R‘.

Detta ar orten for de punkter i ay-planet, som ha konstant avstind frin g-axeln. Orten gir
genom punkterna x=o0, y= + R. Den motsvarar i cirkelgeometrien tvd cirklar genom dessa bida
punkter.

§ 21. Den hyperboliska geometriens paralleller och grinsklot.

Givna i ett och samma plan iro rita linjen a, en punkt 4 utom den och alla rita linjer
genom A. Dessa lata dela sig i tre klasser. Till den forsta hora de, som skidra a i en egentlig
punkt. Till den andra héra de, som varken skira a i en egentlig punkt, ej heller i en sidan
oegentlig punkt, som ligger pi det absoluta klotet. Vi ha redan visat, att varje sidan rit linje
har en normal, som ocksd dr normal #ill a. Till den tredje klassen hora tva rita linjer p, och p,,
den hyperboliska geometriens »paralleller>. De skilja de bada forsta klasserna at. I § 18 beriiknade
vi den vinkel, dessa bildade med a:s normal genom A. Den berodde uteslutande pi 4:s av-
stind frin a.

De bada linjerna p; och p, dro ej sinsemellan parallella. 1%6r att skilja dem fran varandra,
siiga vi att p, dr parallell med den ena riktningen av a, p, med den andra riktningen. Ar B en
punkt pd a, kunna vi ocksd siga, att de dro parallella med var sitt av de vinkelben, i vilka B de-
lar rita linjen a. For oss, som komma frin cirkelgeometrien och for Gvrigt kidnna till det abso-
luta polarsystemet, dro f6ljande satser, som med Lobatscheffskys metod ej alltid &ro sd enkla att he-
visa, sjalvklara:

Ar a i ndgon punkt parallell med b, si ir a i var och en av sina punkter parallell wed b, Lika-
ledes b i var och en av sina punkter parallell med a.

Tvd rita ligger. som dro parallella med ett och sanna vinkelben, iro sinsemellan parallella- (Giller
givetvis, dven om ej alla tre rdta linjerna ligga i ett och samma plan).

Om tre plan, som e gd yenom samma vita linje. skdira varandra i fre vita linjer, av vilka tvd
dro parallella. dr den tredje parallell med dew lida.

En rit linje, som dr parallell med en vit lije 1 ett plan, dr parallell med planet. Detta ir de-
finitionen pd parallellitet mellan en rit linje och ett plan. Féljande satser inses di omedelbart:

En rit linje a, som fir purallell med planet a. ir parallell med varje rit linje, som i o utskires
av ett plan genom a.

Genom en vit linje, som dr parallell med ett plan, gir ett enda plan. som e triffar det forst-
ndamnda 1 ndgon egentliq punkt.

Tva sidana plan kallas parallella. De skiirva varandra i en oegentlig riit linje, som tangerar
det absoluta klotet.

Det dr latt att inse, att om ted vinkelben AB och CD iro parallella, minskas avstindet fran en
punkt P pi vinkelbenet AB Gl rita linjen CD oupphivligt, dd punkien P avligsnar siy frin A, si att
det kan bUi huy litet som helst. For att visa detta kan man betrakta vidstiende figur, som &skad-
liggor forhillandena inom cirkelgeometrien. Pa figuren dro paralleller med en och samma rikt-
ning av rita linjen och o-cirkeln A'B’ ritade jamte orten A'B’ for punkter, som ha ett bestimt
avstand till denna o-cirkel och rita linje. Denna ort skiir en parallell i 4. P’astdendet utlises ocksd
med ldtthet ur ekv. 6, § 20.

Latom oss overgd till cirkelgeomnetrien och betrakta alla o-cirklar genom samma punkt A4’
pa det absoluta klotet! Vi kunna forst studera dem, som ligga pid samma o-klot. Utan att
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undersokningen darigenom inskriinkes, kan ju detta fi vara ett plan genom 0. Ortogonaltra-
jektorierna till dessa o-cirklar #ro eirklar, som i 4’ tangera den pa det absoluta klotet @ utskurna
cirkeln o. Motsvarigheten till dessa cirklar inom den hyperboliska geometrien kallas granscirklar,
emedan de kunna betraktas som cirklar, vilkas medelpunkter ryckt oindligt lingt bort. Dessa
granscirklar madste Lobatscheffsky undersoka grundligt, innan han
kunde komma framit i sina studier av den hyperboliska geo-
metrien.

Motsvarigheten i rummet till dessa grinscirklar dro gréins-
kloten. De overgd i sig sjidlva vid varje symmetri kring ett plan
genom den oegentliga punkt 4’, i vilken de tangera det absoluta

klotet. Varje rorelse, i vilken 4’ motsvarar sig sjilv, i vilken # &
siledes varje rit linje, som gir genom A, motsvaras av en pa- A

rallell genom A’, f6r de till 4’ horande granskloten i sig sjilva.
Till en sidan rorelse finns ingen motsvarighet i den euklideiska
geometrien. Aven den hyperboliska translationen lings en axel
r & ju av sireget slag, i det en punkt utom r ej beskriver
en rit linje utan en kurva, orten for punkter i ett av r:s halv-

. Fig. 31.
plan, som frin » ha lika avstind. N

Lit oss nu betrakta ett bestdmt gransklot, som tangerar det absoluta klotet i punkten 4’
och alla detta klots granscirklar! Dessa mdiste gi genom A’. Utan vidare inses riktigheten av
foljande sats:

Genom tvd punkter pd ett yrinsklot gir en enda grinscirkel.

Till gransklotets punkter rikna vi di ej A’, genom vilken alla grinsklotets cirklar gi. A’
ir ju en oegentlig punkt.

LAt oss nu Aterigen gi tillhaka till cirkelgeotnetrien, och lat A vara den punkt, i vilken
grinsklotets motsvarighet tangerar det absoluta klotet! Med 4 beteckna vi den punkt, som iir
si beldgen pa detta griansklot, att 44’ idr en diameter i grinsklotet. Grinsklotets grinscirklar ut-
skiras av o-klot genom A4’. De utskéras di ocksd av plan genom A’. Projiciera vi nu fran A’ grins-
klotets punkter pi det plan «, som i A tangerar detta klot, projicieras griinscirklarna i rita linjer.
A’ sjilv motsvaras av odndlighetslinjen i planet u. Punkterna pd grinsklotet kunna siledes anordnas
pi samma  sitt som punktern« i . Men icke nog med detta. Tva i « beligna rita linjer, som
aro 1 euklideisk mening parallella, motsvaras av tvd granscirklar, som i A’ tangera varandra.
Det iir siledes tydligt, att om a dr en grinscivkel och B en punkt pd samma grinsklot, gér pa
detta grinsklot genom B en enda grinscirkel, som ej skiir «. Vi ha siledes visat foljande:

Pi ett grimsklot gilla Hilberts axiom 1. 1—3 samt axiomen i grupperna LI och IV, om vi medl
rit linje och plan mena granscivkel och grinsklot.

Eftersom det i den hyperboliska geometrien finns rorelser, i vilka ett grinsklot motsvarar
sig sjalft, sd att grinscirklar motsvaras av grinscirklar, gilla for griinscirkelbdgar och vinklar
mellan sidana alla axiomen i Hilberts tredje grupp. .\tt axiomen i gruppen V iro giltiga, ir
uppenbart. Vi ha séledes visat féljande:

Pé elt gransklot gdiller den culklideiska geometrien.

Denna sats var en av Lobatscheffskys viktigaste upptickter inom den hyperboliska geometrien.
Med dess tillhjilp lyckades det honom att bevisa, att den hyperboliska geometriens sfiiriska trigo-
nometri fir identisk med den euklideiska sfiriska triogonometrien, och tack vare den kunde han
komma 4t den hyperboliska geometriens plana trigonometri.

I den hyperboliska geometrien existerar siledes en singularitetsfri yta, pa vilken-den eukli-
deiska geometrien giller. Inom den euklideiska finnas visserligen en mangfald vtor," pi vilka

' Alla ytor med konstant negativ krokning.
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den hyperboliska geometrien gilller, o vi med riita linjer mena ytornas geodetiska linjer, men
ingen av dessa ytor #r fri fran singulariteter. :

Hirmed avslutas framstallningen av den hyperboliska geometrien. Att denna &ar fri frin
motsdgelser, torde for lisaren vara hojt over allt tvivel. Det torde kanske ocksd hora framhallas,
att den synes komma att spela en betvdande roll inomm den matematiska fysiken. Slar relativi-
tetshypotesen igenom, ir detta fullt sikert. Inom relativitetsteorien dir nimligen vektorgeometrien
icke-euklideisk, nirmare bestiimt hyperbolisk. Vinkelriita hastighetsvektorer adderas enligt for-
meln 4 i § 20. Den hyperholiska geometrien har ju dock ett stort intresse, fransett alla an-
vandingar av densamma vare sig inom relativitetsteorien eller pd ytor med konstant negativ
krokning. Dess existens dr det tdnkbarast kraftiga hevis for parallellaxiomets obevisharhet.

§ 22. De sfiriska och elliptiska geometrierna.

Vi dterga till var cirkelgeometri, i vilken ortogonalcirklarna och ortogonalkloten till det abso-
luta klotet ha precis samma egenskaper som den hyperboliska geometriens rita linjer och plan. Dessa
bada geometrier iro fullstindigt identiska. Cirkelgeometrien iir endast att betrakta somn en av-
hildning av den hyperboliska geometrien i det euklideiska rummet. Kuwma vi blott ange tre
system av geometriska begrepp, som std i sidant forhallande till varandra, .att Hilberts samtliga
axiom utom axiom IV dro giltiga for dessa tre system av geometriska begrepp, ha vi riittighet
att pa dem tillimpa den hyperboliska geometrien. Beteckna vi individerna i det ena systemet,

»punkterna», med 4, B, C..., individerna i det andra, »rita linjerna», med a, b, ¢... och i
det tredje, »planen», med a, 4, j...., skall det silunda vara méjligt att definiera féljande be-

grepp: 4 »ligger pa» a och »i» «, 4 »ligger mellan» B och €, 4B och A'B’' #ro »lika striic-
kor:, ABC och A'B'C’ éro »lika vinklar». Kan det sedan bevisas, att Hilberts axiom i grupperna
I, 11, III och V gélla for dessa tre system av geometriska hegrepp, gilla ocksd alla satser, som
ur dessa kunna hirledas. Giéller ej axiom IV, giller 1 systemet hela den hyperboliska geome-
trien. Giiller diremot IV, ir systemets geometri den euklideiska. Vi ha sett, att det i den
euklideiska geometrien ir mdjligt att finna tre system av geometriska begrepp, som ha den hy-
perboliska geometriens punkters, rita linjers och plans egenskaper. Denna geometris, cirkelgeo-
metriens, »rita linjer» voro icke i vanlig mening rita, deras» plan» lika litet i vanlig bemiirkelse plana.
Det iir ingalunda omgjligt att definiera »punkter», »rita linjer» och »plan», for vilka den hyper-
boliska eller den euklideiska geometrien giller, s& att »puunkt» icke heller éir en punkt i vanlig
hemirkelse, d. v. s. »det, som ej har nigra delar». Hilberts axiom kunna,och bira visserligen
betraktas som ett slags definitioner av de ursprungliga, d. v. x. ej definierade, begreppen punkt,
riit linje 0. s. v. Men de fastligga ej entydigt dessa begrepp var for sig. De fastligga endast
deras relationer till varandra. Denna omstindighet ha vi i det foregiende utnyttjat for att
komma &t den hyperboliska geometrien.

Skulle det nu ej vara mojligt att i var cirkelgeometri laita R bli imaginir, nirmare bestamt
ersiitta R med — R?? Granska vi vira ekvationer och formler, finna vi, att detta mycket vil
dar mojligt. Vi antaga silunda i det féljande, att det absoluta klotet ir imagindrt, d. v. s att
dess ekvation ar

.................................................. 24+ + 22+ R = 0.
Det imaginidra absoluta klotets »ortogonalklot» ha dia ekvationerna:
) 2+ + 2 +2424+2By+ 20— R? = 0.

Dessa klot, som samtliga dro reella, skola vi fortfarande kalla o-klot, deras snittcirklar o-
cirklar. Det dr litt insett, att de skdra féljande klot

B xt 4yt 42t R

i detta klots storcirklar. Det imaginira absoluta klotets o-cirklar och n-klot kunna dirfor be-
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traktas som diametralcirklar och diametralklot till klotet «? + y? + 2? = K2, vilket klot vi beteckna
med . Detta tillhor tydligen sjilft o-klotens skara. Varje o-cirkel skiir silunda o i tvd punk-
ter 4 och 4’, som ligga pid en diameter i w. Planen genom O- och o-cirklarna genom O iro
speciella o-klot och o-cirklar.

Inversionerna kring det imaginira absoluta klotet fortfara att dga reell betydelse. Studera
vi transformationsformlerna 1 och 2 i § 15, finna vi, att bilden P av punkten P vid inversionen
kring det imagindra absoluta klotet kan konstrueras pa foljande sitt: Uppstk den punkt P’ pi
rita linjen OP, som ir si beskaffad, att O ligger mellan I’ och P’ och relationen OP. OP = R?
giller. Gir silunda en o-cirkel genom P, miste den ocksi gi genom P', ty det inses genast,
att inversionen ifraga Gverfor en cirkel i en cirkel och en o-cirkel, d. v. s. diametralcirkel till e,
1 sig sjilv. Tvd punkter P och I”, som vid inversionen kring det imaginiira absoluta klotet
motsvara varandra, kunna vi kalla till varandra hérande punkter. P hor till P och P till P'. Den
ena av dessa punkter kunna vi ej utesluta, sisom forhdllandet var, da det absoluta klotet var
reellt. Motsatsen mellan det absoluta klotets inre och yttre punkter dr ju upphiivd, di detta
klot ir imaginért.

IFoljande satser iro tydligen giltiga:

Genom tvd varandra e¢f tillhorande punkter, gir en enda o-civkel. Genom en o-cirkel och en pi
denna ¢ beligen punkt gar elt enda o-klot. Tvé o-klot skira verandre i en o-cirkel. Tvd o-cirklar pa
samma o-klot skira varandra alltid © twd tll varandra hirande punkter.

Hilberts axiom 1 gruppen I idro siledes ej giltiga i den nya cirkelgeometrien, men det ir
litt att modifiern deras lydelse, si att de si Andrade axiomen gilla i den nya geometrien.

Hilberts anordningsaxiom &ro ej heller giltiga. Alla en cirkels punkter kunna tydligen e¢j
anordnas pd samma sitt som punkterna pi en euklideisk eller hyperbolisk rit linje. Borttages
emellertid en enda punkt, iir det mojligt att ordna en cirkels punkter, si att ITilberts anordnings-
axiom giilla. Det har i det foregiiende visats, dd punkterna pi en griinscirkel ordnades.

I den nya cirkelgeometrien kunna vi siiga, att tvd varandra ej tillhorande punkter 4 och B
bestimma tvd strackor 1B, nimligen de bada cirkelbdgar, i vilka 4 och B dela o-cirkeln AB.
En tredje punkt C pi denna o-cirkel bestimmer jimte 4 och B en av dessa tvd striickor 4B.
Med denna utgangspunkt dr det mgjligt att ordna punkterna pi de nya o-cirklarna och o-kloten.
Vi gi ej in pad denna fraga. S& mycket bor dock framhallas, att varje o-klot « skiljer rummets
punkter i tva klasser, si att om A och B tillhora var siu av dessa klasser, var och en av
strickorna 4B har med « en gemensam punkt. Dessa tvd punktklasser dro a:s inre och yttre
punkter. Varje o-cirkel pd a delar siledes detta klots punkter i tvi delar med samma egen-
skaper som de delar, i vilka i den euklideiska eller hyperboliska geometrien en rdt linje delar
sina plan.

Inversionerna kring o-kloten, den nya cirkelgeometriens symmetriska avbildningar, ha precis
samma  egenskaper, som di det absoluta klotet ar reellt. Hilberts kongruensaxiom bora diirfér
gilla, sedan vi ldmpligt modifierat dem. En sidan modifikation dr nédviindig, emedan anord-
ningsaxiomen ej gilla i den nya geometrien. Fortfarande finnas emellertid pd varje »rit linje»
genom punkten 4 endast tva sddana punkter B och B', att strickorna 4B och 4B’ &ro lika med
en uppgiven stricka. Varje o-klot kan »kongruent» avbildas pd ett o-klot vilket som helst, si-
ledes speciellt pa klotet w. Men detta klots o-cirklar dro storcirklar. Den »plana geometrien»
i vart nya system dr dérfér den euklideiska geometrien pd en sfar. Darfor kallas den nya cirkel-
geometrien den sfiriska geometrien.

Det forefaller, som om det ej funnes nagon punkt, som hor till O, medelpunkten i klotet
w. Vi foreskriva emellertid, att en sidan skall finnas. Vid inversionen kring det imaginira
absoluta klotet motsvaras tydligen O av oandlighetsplanets alla punkter. Dessa betrakta vi som
en enda och beteckna den med ('. Efter denna utvidgning av punktbegreppet har O ej lingre
nagra egenskaper, som ej tillkomma alla andra punkter, och vi kunnna dirfér vid studiet av
den sfiariska geometrien halla oss till klotet w.

Den sfiriska geometriens bade plana och sfiriska trigonometri #r den euklideiska sfiriska
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trigonometrien. I dennas grundformler évergii ocksid formlerna I, II, III, oin 4, B, C gbras ima-
giniira. Vinkelsumman i en triangel #r stiidse storre dn tvd rita.

KEtt knippe o-cirklar pd w har tvd fixpunkter 4 och 4', som vi kunna betrakta som klotets
poler. Dess ekvator a dr di en o-cirkel pd w, som skir o-cirklarna genom A och A’ under rita
vinklar. Den &r absoluta polaren till punkterna 4 och 4’, som & sin sida iro de absoluta po-
lerna till a. Klotets parallellcirklar dro icke blott orter fér punkter med lika avstdnd till 4 och
A', deras bada medelpunkter, utan iven orter fér punkter, som ligga lika lingt frin a. I den
sfiriska geometvien hora sdledes till varje civkel tvd medelpunkter och en rit linje, som ha lika avstind
till cirkelns alla punkter. Denna vila linje a dr absolula polaren #ill cirkelns medelpunkter A och A'.
Ar a given, kunna cirklarnas medelpuniter A och A' entydigt bestimmas. Motsvarande cgenskaper
gilla for den sfiriska geometriens klot.

Utféra vi nu transformationen 2 i § 16, dvergd tvd varandra motsvarande punkter i en enda.
Ekvationerna for motsvarigheterna till o-kloten och o-cirklarna bli linjéra och alla axiomen i Hil-
berts grupp I gélla. Denna ging komma vi dédrfor till en annan geometri én den sfiariska. Den
nya geometrien kallas den elliptiska.

Ej heller i denna geometri giilla axiomen i grupp 1I, diremot samtliga i grupp 1. Efter-
som inga oegentliga punkter existera, di den elliptiska geometriens punkter dro den euklideiska
geometriens alla punkter jimte dess odndlighetspunkter, maste punkterna pi en rit linje kunna
anordnas pi samma sitt som den rita linjens punkter i den projektiva geometrien. Tva punk-
ter 4 och B3 bestiunma tvad striickor 4B; forst en tredje punkt C pi rita linjen AB bestimmer
jimte 4 och B en stricka. Vi ingd ej nu pd de nya anordningssatserna. Sedan dessa faststillts
pit limpligt sitt, kunna emellertid Hilberts kongruensaxiom, pd limpligt sitt ndgot modifierade,
bibehallas.

Den elliptiska geometriens absoluta polaritet erhilles genom att i ekvationerna i § 20 cr-
sitta R? med — R2. Ett knippe riita linjer har i den elliptiska geometrien en fixpunkt. Ar
denna punkt A, dro alla knippets individer normaler till ::s absoluta polarplan «. Ortogonaltrajek-
torierna till knippets samtliga individer #ro icke blott orter fir punkter, som ligga lika lingt
frAin 4, utan dven orter fér punkter, som ligga lika langt frin .

De viktigaste satserna inom den elliptiska geometrien torde nu for ldsaren vara pdpekade.
For att fa en riktig uppfattning av detta egendomliga geometriska system, i vilket ju varje rit
linje ér sluten och har dndlig ldngd, torde dock nagra nya egendomligheter béra papekas.

De elliptiska och de hyperboliska translationerna iro fullstindigt skilda frin de euklideiska
translationerna. De bilda ej néigon undergrupp inom gruppen av rirelser. Punkterna pi trans-
lationslinjen r rora sig pd en rit linje. 1 den hyperboliska geometrien dro translationslinjens punk-
ter de enda, som bheskriva rita linjer. I den elliptiska geometrien maste dessutom varje punkt
pd den med » konjugerade absoluta polaren »' vara fix. Alla andra rora sig.lings cirklar. Genom
v gd alla normalplan till », och dértér maste punkterna pa ' ligga stilla. lnom den elliptiska
geometrien finns det silunda ingen skillnad mellan translationer och rotationer, utan dessa bida
rorelser sammantfalla. Translationer lings » idro rotationer kring »'.

Formlerna 4 i § 20 ge oss tydligen sambandet mellan koordinaterna fér en punkt P och
dess bild P i en translation lings z-axeln. Infor i dessa — R? i stillet for R?, sitt a — co!
Dia 6vergd dessa formler i:

Utfor dnnu en ging samma translation! LAt 2/, ¥ motsvaras av z”, . Ni erhilla:
o y ./ i) J

R? ., Ry
=" =x; y'="" = —y.
’ J x |/

x

Dessa Dbdda translationer kunna givetvis ersiittas av en enda. Genom en translation lings
samma rita linje it samma béll komma vi siledes forst och frimst tillbaka till samma punkt,
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vilket ju ej var si forvinande. Men vi komma tillbaka med motsatt riktning pa y-axeln. Mellan
direkt kongruens och symmetri i planet finns i den elliptiska geometrien ingen motsats. Det
elliptiska planet &r ensidigt, ej tvisidigt som i de euklideiska och hyperboliska geometrierna.
Det dr detta, som &r anledningen till att translationen ar si egendomlig. Ett enkelt exempel
pid en ensidig yta erhdller man pa féljande sdtt: Utklipp ur ett papper en rektangel ABCD!
Bojes denna rektangel ihop, sd att 4 och D samt B och C sammanfalla, erhdlles en vanlig cy-
linder. Men vrides pappersremsan fire bijningen, si att 4 och C samt B och D efter hopbgj-
ningen sammanfalla, erhilles en yta, som man kan konstatera vara ensidig. Av samma beskaffen-
het dr det elliptiska planet.

Den elliptiska geometriens plan delar ej sdsom de euklideiska och hyperboliska geometriernas
plan rummets punkter i tvd klasser. Hur d4n 4 och B ligga utom planet «, finns det nimligen
en stricka AB, som ej triffar «. Men den andra strickan AB triffar alltid «.

Aro a, b, ¢, d fyra rata linjer genom samma punkt O och i samma plan a och ligga ¢ och
d 1 var sitt av de tvd par av vertikalvinklar, som a och b bestimma, sigas paren ab och cd eller
paven ¢d ock ab skilja varandra. Det ir tydligen endast pa ett sitt mdojligt att ordna fyra rita
linjer genom samma punkt och i samma plan i varandra skiljande par. Antaga vi, att vi rora
oss inom de euklideiska eller hyperboliska geometrierna, kan detta pastiende med tillhjilp av
Hilberts anordningsaxiom ldtt bevisas. Det kan ocksd bevisas, att om en rit linje ! skidr de
fyra givna a, U, ¢, d i punkterna .1, I3, C, D respektive, och om dessa punkter frin en efter
behag vald punkt /' projicieras i riita linjerna o', ¥, ¢, d’, sd skilja paren a'b’ och ¢'d’ varandra,
om paren ab och ¢d skilja varandra, och tvart om. Sedan de oegentliga punkterna adjungerats,
kan det likaledes visas, att detta giller, iven om en eller flera av punkterna 4, B, C, D, O
dro oegentliga. Sisom anordningsprincip for oegentliga och egentliga punkter kan man darfor
infora begreppet »varandra skiljande punktpar». Sisom anordningsprincip fér planen genom en
rit linje infores likaledes begreppet »varandra skiljande planpar». Anordningsprinciperna i de tre
olika slagen av elementira knippen, den rita linjens punkter, den rita linjens plan och de riita
linjerna genom samma punkt och i samma plan, dro siledes desamma, och de grundldggande an-
ordningsaxiomen kunna formuleras si, att de gilla i alla tre slagen av elementdra knippen. Den
projektiva geometriens anordningssatser kunna hidrledas, om vi antaga att Hilberts anordnings-
satser gilla 1 ett begrinsat omride, exempelvis i det inre av en sfar. Med uteslutande tillhjilp
av denna sfirs inre punkter kunna ndmligen ocksi de oegentliga punkterna, rita linjerna och
planen definieras och direfter adjungeras.

Omyviint kunna vi utgd frin den projektiva geometriens anordningsprinciper och sisom axiom
antaga s& manga av anordningssatserna, att de andra ddrur kunna hirledas. I en geometri, i
vilken det finns &tminstone ett plan, som innehaller uteslutande oegentliga punkter, kunna vi
for de egentliga punkterna inféra begreppet »mellan» péa foljande sidtt: Aro 4, B, C tre punkter
p& en rit linje, som skidr det nimnda planet i D, sidges C ligga mellan 4 och B, om punkt-
paren A och CD skilja varandra. Hilberts anordningsaxiom #ro siledes att betrakta som spe-
cialfall av den projektiva geometriens anordniogsaxiom. A andra sidan kunna dessa ocksi har-
ledas ur Hilberts, om dessa antagas gilla inom ett begriinsat omréde.

De projektiva anordningsprinciperna och anordningsaxiomen kunna givetvis inféras i den
elliptiska geometrien. De projektiva anordningsaxiomen ricka till att definiera riktning pa en
ridt linje, 1 ett knippe av rita linjer och i ett planknippe. Detta dr allt som behovs for att
kunna formulera Hilberts kongruensaxiom. De enda geometriska system, i vilka axiomen i grupperna
I, III, V och de projektiva anordningsaxiomen gailla, dro de euklideiska, hyperboliska och elliptiska
geometrierna.

Geometrien pa devcloppabla ytor &r euklideisk, pa ytor med konstant negativ krékning hyper-
bolisk och p& ytor med konstant negativ krokning elliptisk. Dessa geometrier dro dock i all-
minhet ej anvidndbara pd ytorna i hela deras utstrickning, emedan forekommande singulariteter
eller olika sammanhangsférhallanden oméjliggora detta. Inom ett singularitetsfritt begrdnsat om-
rdde, som genom ett snitt sonderfaller i tvd delar, gilla emellertid dessa geometrier.

~

[
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Inom den elliptiska geometrien kunna i samtliga axiomen punkt och plan i rummet utbytas
mot varandra, utan att de upphora att vara sanna. Att si ir forhillandet med axiomen i grup-
pen I, dr ju tydligt, emedan bide tvd punkter och tvd plan beatimma en rit linje och tre plan,
som ej gd genom samma rita linje, alltid en punkt. Anordningsaxiomen ha ju ocksd samma
egenskap. Men dven fér kongruensaxiomen méste detsamma gilla, ty den plana trigonometricn
och den sfiriska sammanfalla. Darfor giller i den elliptiska geometrien dualitetsprincipen: Varje
sats forblir riktig, om >plan> utbytes mot >punkt» och spunkt> mot >plan>. Med »punkt» 1 den
elliptiska geometrien har jag siledes riittighet att beteckna plan, i strid med definitionen: »Punkt
dr det, som ej har nigra delar.»

Men man finner ocksdi, att i ett och samma plan punkt och rit linje kunna utbytas mot
varandra, utan att satserna dirigenom bli falska. Si dr ocksi forhallandet med begreppen riit
linje och plan genom samma punkt. Ar dirfor i den elliptiska gemetrien en sats om punkter
och rita linjer i ett plan bevisad, giller den ocksd for rita linjer och punkter i ett plan, for
plan och rita linjer eller rita linjer och plan »i en punkt>. Sdsom exempel mi anforas De-
sargues’ sats och trigonometrien.

§ 23. Cirklar, som tangera tre givna cirklar,

Inom den elliptiska geometrien 15ses uppgiften att upprita en cirkel, som tangerar tre givna
rita linjer, som ej gd genom samma punkt utan siledes bilda en triangel ABC, pd precis sam-
ma sitt som i den euklideiska geometrien. Man uppritar siledes de sex Dbisektriserna till trian-
gelns vinklar och yttervinklar. Dessa sex bisektriser gi tre och tre genom fyra punkter, de
sokta cirklarnas medelpunkter. Genom en av dessa, l1at vara M, gi tre av bisektriserna. Vi be-
teckna dessa med a, b, ¢, si att a gir genom 4, b genom B och ¢ genom C. Frin M filla vi
normalerna a’, ¥, ¢’ mot rita linjerna BC, CA och AB respektive. Dessa skidra ut tangerings-
punkterna for cirkeln med medelpunkten M. De sex rita linjerna a, b, ¢, a', V', ¢’ bilda ett
knippe av rita linjer genom /.

G4a vi nu Over till cirkelgeometrien, motsvaras de tre rita linjerna 4B, AC, BC av tre cirklar
04, 0g, 0, respektive, som &dro diametralcirklar till en bestimd cirkel o med medelpunkten O. I
denna punkt ha de tre cirklarna samma potens. Cirklarmma o, och o0, skdra varandra i de var-
andra tillhérande punkterna 4 och 4’, oy och o, i B och B', 0, och o, 1 Coch C'. Bisektriserna
till triangelns vinklar motsvaras av tvd bestimda diametralcirklar till o genom var sitt av punkt-
paren Ad', BB, CC. Tre bestimda av dessa, som vi som ovan beteckna med a, b, ¢, skiua
varandra 1 de till varandra horande punkterna 3 och M'. Normalerna o', V', ¢’ genom M mot
triangelns sidor motsvaras av de tre fullt bestimda ortogonalcirklarna o', %', ¢ till cirklarna o,,
0y, 03 respektive. De tre cirklarna a', &', ¢/, som ocksid g& genom /', dro diametralcirklar till
cirkeln o. De sex diametralcirklarna a, b, ¢, o', ¥, ¢ bilda ett knippe diametralcirklar med M
och A till fixpunkter. Cirkeln a' utskiir pid o, tvd tangeringspunkter P och 7. Av dem ligger
en inom och en utomn cirkeln o. Lat P ligga inom! Cirkeln b’ utskdr pd o, tangeringspunk-
terna B och R', av vilka R ligger inom o. P& motsvarande sitt hestimmas av ¢ och o5 punk-
terna S och §, av vilka S ligger inom o. Cirkeln genom de tre punkterna P, R, S méste
tangera de tre cirklarna. Likaledes cirkeln genom de tre punkterna P, R', §&'. Dessa tva cirklar
motsvara nimligen i den elliptiska geometrien den ena av de fyra cirklar, som tangera de tre
rita linjerna 4B, AC, BC. DProblemet att upprita en cirkel, som tangerar o, o0,, 03, har siledes
atta losningar.

Det giiller emellertid att finna en enkel konstruktion av de tre cirklarna a, b, ¢. LAt oss
betrakta en av dem, exempelvis a, som gir genom 4 och A'! I inversionen kring denna méste
cirklarna o, och o, motsvara varandra, ty si dr ju forhdllandet vid symmetrien kring bisektrisen
¢ i den elliptiska triangeln ABC. I denna motsvara riita linjerna AC och AB varandra. Efter-
som saledes o0, och o; motsvara varandra i inversionen kring a, miste de vara likstillda med
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avseende pd dennas medelpunkt. (Se framstiillningen i § 15!) I cirkeln a kdnner man saledes
medelpunkten och tvi av dess punkter; den iir siledes fullt bestind.

Eftersom nu a, b, ¢ bilda ett knippe, maste deras medelpunkter ligga i rit linje. Vi ha
siledes funnit och bevisat den kianda satsen, att de sex likstillighetspunkterna till lvd och tvé av
tre givna cirklar alltid tre och tre ligga pd fyra rdta linjer, de tre cirklarnas likstillighetsaxlar. Pa
varje axel ligger en likstillighetspunkt till vart och ett av de tre par av cirklar, som kunna bildas
genom kombination av de tre cirklarna. Den ena likstillighetsaxeln innehaller de tre yttre lik-
stillighetscentra, de tre andra likstillighetsaxlarna en yttre och tvd inre likstallighetscentra.

Vi antaga i det foljande, att denna sats om tre cirklars likstiillighetspunkter #r bevisad,
hur dn de tre cirklarna dro belagna.! Utesluta vi det fallet, att de tre cirklarna tillhéra samma
knippe, dr det litt att bevisa, att de tre cirklarna ha en gemensamn ortogonalcirkel o. Dess
medelpunkt ir den punkt O, i vilken de tre cirklarna ha samma potens. Den ir fullt bestdmd.
Radien i o kan diremot vara reell, noll eller imaginir. Ar radien noll, gi cirklarna genom 0;
ir raden imaginir, ha de en gemensam diametralcirkel, i vilket fall vi ha lést problemet att
upprita en cirkel, som tangerar de tre givna cirklarna. Denna metod dr emellertid anviindbar i
alla tre fallen. Dock antaga vi tillsvidare, att de tre cirklarna ha en gemensam ortogonalcirkel
o, vars radie ej ar noll.

Skiira cirklarna o, och o, varandra, kunna de tvd cirklarna a bestimmas som ovan. Skiira
ej 0, och oz varandra, #ro likvill medelpunkterna for de bada cirklarna fullt bestimda. Det
giller siledes att bestiimma den individ i knippet, som bestimmes av o, och o4, som har en
bestiimd medelpunkt T' pa den riita linje, som gir genom medelpunkterna till o, och ;. Detta
problem loses genom att med 7 till medelpunkt upprita den cirkel, som skir o under rita
vinklar. Skira o, och o5 ej varandra, ligger dessa bdda cirklars inre likstdllighetspunkt inom
cirkeln o; den yttre diiremot ligger utom. Endast en cirkel a existerar i detta fall, men den
existerar alltid. Vid inversion kring denna éGverfores o, och oy i varandra. I den hyperboliska
gemetrien motsvaras den av den rita linje, som ir orten for punkter, som ligga lika lingt frin
tvi givna rita linjer. Den ir normal till den for de bdda rdta linjerna gemensamma nor-
malen.  Tangera de bada cirklarna varandra, ir det tydligt, att den cna av cirklarna a ej heller
existerar.

Vi kunna saledes konstuera de tvd cirklarna a och 0. Den senare iir sidan, att inversionen
kring den oOverfor o, 1 0. Vi veta nu, att av de tvd likstiillighetscentra till o, och o, ligger ett
pd den riita linje, som gdr genom medelpunkternai aoch b. Den cirkel, som har detta likstillighets-
centrum till medelpunkt och tillhér det av o, och o, bestimda knippet, beniimna vi med ¢.* Det
dr litt insett, att de tre ortogonalcirklarna a. b, ¢ till en cirkel o alltid tillhora samma cirkelknippe,
om deras medelpunkter ligga i riit linje. Ortogonaleirklarna till x> + y® = R? ha ju ekvationerna

2* + y* + 24x + 2By + R* = o.

Nu mdste vi gi till konstruktionen av a’, ¥, ¢. De tillhora det av «, b, ¢ bestimda knip-
pet K och iiro ortogonalcirklar till var sin av oy, 0y, 0;. Har knippet K ej nigra reella fix-
punkter, i vilket fall konstruktionen ir given, forfara vi pa foljande siitt vid konstruktionen av
«. Vilj 1 knippet K, som innehdller ortogonalcirklarna till knippet A, som ej innehdaller o,,
utom o en annan cirkel s, och bestim sedan ortogonalcirkeln till o, o, och s/ Denna &r den sokta
cirkeln . De tre cirklarna o', V', ¢ jimte deras snittpunkter med o,, 0, och oz dro nu bestamda.
Vi beteckna dessa senare som ovan med P, P, R, R, S, S, s att P, R, S ligga inom cirkeln
o. | inversionen kring o motsvara P och P, R och R’, S och S varandra.

Vid inversionen kring cirklarna i knippet K overgd cirklarna i knippet K', som innehdller

! Den bevisas med litthet med tillhjalp av Desargues’ sats.

* Diarmed idr ocksd Dbevisat, att en triangels sex bisektriser tre och tre gi genom fyra punkter iven
inom den hyperboliska geometrien. En del av dessa punkter kunna vara oegentliga. Bibehdlla vi benam-
ningen Dbisektris p& den rita linje, som ar orten fir de punkter, som ligga lika lingt frin tva givna varandra
ej skiirande rita linjer, giller pastiendet, lampligt modifierat.
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ortogonalcirklarna till knippet K i sig sjdlva. En cirkel i K’, som gir genom P, méstei denna
punkt tangera o,. Den tangerar di i R och S de bada cirklarna o, och o,.

Aven for det fall, att de tre cirklarna o;, 0,, 0, ha en gemensam ortogonalcirkel o, ha vi si-
ledes 16st problemet att upprita en cirkel, som tangerar en given cirkel. P antalet lgsningar
ingd vi emellertid icke. Skulle o, 05, 0; gi genom samma punkt O, lses problemet pd samma
siatt. Bn inversion kring en cirkel genom O, verfor de tre cirklarna o, 0,, 0y 1 ritta linjer och 0O
i oindlighetslinjens punkter. Geometrien i cirklarna genom en fix punkt O dir divfor den ewklideiska.
Den erhilles ur de bida andra cirkelgeometrierna genom att lita R tendera mot noll.

Om tre cirklar oy, 0y, 05 tillhoéra samma knippe, finns ingen cirkel, som tangerar dem alla
tre, sdvida ej knippet ir paraboliskt, d. v. s. o, 0,, o, tangera varandra i samma punkt. 1 si
fall dar varje cirkel i knippet en 1dsning.

Cirklarna a, b, ¢, a/, V', ¢ tillhorde ett knippe K, vars ortogonalcirklar bildade ett knippe
K’, innehillande tvA av de cirklar, som tangera de tre givna o, 0y, 0,. De tangerande cirklarna
iro siledes att séka bland fyra knippen, vilka som radikalaxlar ha var sin av de fyra likstillig-
hetsaxlarna. Det fr litt att bevisa, att varje cirkel 1 var och en av dessa fyra knippen skiir de
tre givna cirklarna under lika vinklar. Ha de tre cirklarna o;, 0y, 04 en gemensam ortogonal-
cirkel o, tillhér den alla dessa fyra knippen. I detta fall f4 vi foljande enkla och viilkdnda
losning p& problemet att konstruera de o, 0,, 0, tangerande cirklarna.

Upprita de cirklar, som tillhéra nigot av de fyra knippen, som bestimmas av o och de
fyra likstillighetsaxlarna till de tre givna cirklarna, och som tangera en av de tre givna cirk-
larna. Dessa cirklar tangera i dven de bida andra givha cirklarna. Problemet att upprita
en cirkel, som tillhor ett givet knippe och tangerar en given cirkel, sammanfaller med problemet
att upprita en cirkel, som gir genom tvi givna punkter och tangerar en given cirkel, eller ock
loses det pd ungefir samma sitt som detta problem.

KADP. I

Polygoner med lika stora ytor och polyedrar med lika stora volymer.

§ 24. Euklides behandling av ytlika polygoner och volymslika
polyedrar,

Euklides borjar sin framstillning av likytiga polygoner genom att i I: 35 bevisa, att paral-
lellogrammer med samma has och héjd dro likytiga. At likytiga figurer dgnar han sedan resten
av forsta och hela andra boken samt dessutom en god del av sjitte boken. Hela innehdllet i
denna bok vilar ju for Gvrigt pd teorien owm likytiga, trianglar och parallellogrammer.

For att avgéra om tvd polygoner dro likytiga, anviinder sig Euklides av foéljande kriterier:

Kongruenta polygoner idro likytiga.

Liggas kongruenta polygoner till kongruenta polygoner, dro summorna likytiga polygoner.

Dragas kongruenta polygoner fran kongruenta polygoner, dro skillnaderna likytiga polygoner.

Polygoner, som #ro likytiga med en och samma polygon eller med likytiga polygoner, iro
likytiga.

Om dessa kriterier iiro samstimmiga eller ej, undersoker ej Euklides. Ian antager i stillet
utan bevis, att polygoners ytor dro storheter, och att siledes hans storhetsaxiom (1—7, 9) pa
dem kunna tillampas. Av tvd figurer, som ej ha lika stora ytor, méiste siledes den enas yta
vara storre dn den andras. Har en polygon stérre yta &n en annan och denna senare i sin tur
storre yta @n en tredje, dr den forsta polygonens yta stérre dn den tredjes o. s. v.

Vad som sagts om Euklides behandling av likytiga polygoner, giller dven om hans fram-
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stillning av polyedrar med lika volymer. TFor att avgora om tvia pyramider ha lika volym eller
ej, maste han dessutom anvinda sig av exhaustionssatsen. ,

Vi ha sett, att det ir méjligt att med stid av axiomen i grupperna I—III bevisa, att
strickor och vinklar dro storheter i Kuklides mening, d. v. s. att hans storhetsaxiom och iiven
andra storhetsaxiom, som han stoder sig pa utan att formulera, kunna tillimpas pi striackor och
vinklar. Vi skola nu visa, att det dr mojligt att definiera »polygoner med lika stora ytor» och
»polyedrar med lika stora volymer» och sedan bevisa, att dessa begrepp iro storheter.

§ 25. Ekvivalenta polygoner.

Tvi polygoner dro ekvivalenta, om de kunna indelas i ett dndligt antal trianglar, si att mot varje
triangel 1 den ena svarar en enda triangel i den andra och owmvint och ot varandra svarande trianglar
iro kongruenta.

Aro tvd polygoner 1 och II ekvivalenta med polygonen III, finns det en indelning av poly-
gonerna I och IIT i trianglar, si att mot varje triangel i I svarar en kongruent triangel i I11
och omvint, samt en annan indelning av polygonerna II och III med samma egenskaper. Dela
vi nu de tvi polygonerna I och II enligt biada dessa delningsprinciper, bliva dessa tva polygoner
delade i nya polygoner, si att mot varje polygon «; 1 I svarar en kongruent polygon o, i III,
och si att mot «, i Il svarar en kongruent polygon @, i 11. Siledes iro «; och a, kongruenta.
Polygonerna I och II #ro siledes indelade i polygoner, si att mot varje sddan i I svarar en
kongruent polygon i Il och omviint. Dessa polvgoner kunna sedan delas i trianglar, varvid po-
lygonerna I och II bli indelade i trianglar, s att mot varje triangel i 1 svarar en triangel i Il
och omvint och mot varandra svarande trianglar dro kongruenta.

Saledes: & 2. L L O 0

Sats 1: Tva polygoner, som dro ekvivalenta med en och samma po-
lygon eller med ekvivalenta polygoner, dro ekvivalenta.

Parallellogrammer pa samma bas och mellan samma parallella lin-

Jjer dro ekvivalenta.

ABCD och ABC, D, sti pd samma bas och mellan samma A s

parallella linjer, och vi antaga, att D, ligger mellan C, och C. Fig. 32.

Avsiatt D, D,=C,D; pi rata linjen C,D;, si att D; ligger mellan

C, och D,! Eftersom D D,==C,D,=CI), méiste D, falla mellan 7); och C eller mellan € och
D. Antag, att den faller mellan D; och €/ Vi konstruera enligt samima princip punkterna Dy,
D, ... Enligt V:1 maiste det finnas en punkt 1), som faller mellan (! och D. Pa figuren
ir denna punkt D, Utan vidare inses nu, att ABC,D, édr ekvivalent med ABD,D,, som ér
ekvivalent med ABD,Dg, vilken slutligen fr ekvivalent med ABCD.

Ligger ej D; mellan C; och (!, ligger den antingen mellan €' och D), i vilket fall satsen ir
hevisad, eller ocksi ligger C; mellan C och D eller mellan 1) och D, i vilka fall satsen kan
bevisas pd samma sitt, som di /7)) ligger mellan (' och 1) eller mellan ) och ('

Sats 2. Parallellogrammer med lika baser och hijder dro ekvivalenta.

Foljer direkt av foregiende sats. £

Betrakta parallellogrammen ABCI) och triangeln ABE, dir E ligger
pid riita linjen AC, C mellan 4 och [ och strickorna AC och CE dro
lika stora! Riita linjen BE skir. striickan €I i dess mittpunkt F, och
trianglarna  CFIZ och DFB iro kongruenta. Dirfor ir triangeln ABE
ekvivalent med parallellogrammen ABCI), som har samma bas men en-
dast hilften si stor héjd som triangeln 4BF. Tillimpas nu satserna |
och 2, bevisas med litthet foljande sats: A 3

Sats 8.  Trianglar med lika stora baser och hijjder dro ekvivalenta.

Nu skola vi bevisa filjande viktiga sats: Fig. 33.
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Sats 4. Tva trianglar ABC och A'B'C’ iro ekvivalenta, om baserna 4B och A'B’ och de tillhirande
hijderna CP och C'P dro omvint proportionella :

Forst framhélles, att i en och samma triangel tva sidor dro omvint proportionella mot de
tillhérande hojderna. Detta pdstiende bevisas med ldtthet med tillhjdlp av likformighetslidran,

som vi ju utvecklat oberoende av begreppet ytlikhet. Deét dr sdledes likgiltigt
vilken sida i en triangel vi betrakta som bas.
Vi antaga, att 4'B’ dr mindre 4n 4AB. I sd fall d4r hojden C'P storre
c in hojden CP.

Vilj saledes pad strickan 4B punkten E, si att AE=A'B’! Drag EC!
Drag rita linjen BD parallell med EC! Den skdr vinkelbenet 4C i D. Tri-
anglarna CEB och CED iro ekvivalenta, emedan de ha samma bas och lika
hojder. Siledes dro ocksd trianglarna ABC och AED ekvivalenta. Deteckna

A E X w
) = vi nu héjderna fran € och D mot AB med % och &' respektive gilla:
Fig. 34. AB  AD W
AE AC I’
men ocksi enligt antagandet, dd AE=A'B,
AB CP : .
AE= 0P d. v. s. ¥=CP, di ju h=CP.

Siledes ha trianglarna AED och A'B'C’ lika baser AE och A'B’ samt lika hojder, och dro dir-
for ekvivalenta. DA #ro dven ABC och A'B'C’ ekvivalenta.

Antagandet 4'B'<<AB betyder ju ingen inskriinkning i beviset.

Vi skulle nu i likhet med Euklides kunna vinda om satserna 3 och 4, om vi antoge, att
delen ej #r lika med det hela, eller bittre uttryckt, stidde oss pa foljande sats: En triangel kan
icke vara ekvivalent med en av sina deltrianglar. (De Zolt's princip).

Man behover emellertid ej gora ett dylikt antagande, som vi i det foljande skola se.

§ 26. Likytiga polygoner.

Hela framstillningen i § 25 hiinger pd Arkimedes axiom, V:1. Pi detta axiom vilade
niimligen beviset av sats 2. Hilbert har bevisat, att denna sats ir direkt falsk, om axiomet i
fraga forkastas.

Hilbert infoér hegreppet en triangels yfmdtt. Emedan sidor och tillhérande hijder i en och
samma triangel dro omvant proportionella, bor detta ytmdtt vara proportionellt mot produlkten
av en sida och dess tillhérande hijd. Av litt insedda skiil viiljer han proportionalitetsfaktorn
1. En triangels ytmitt fir siledes halva produkten av en dess sida och tillhdrande héjd. Hil-
bert kallar de trianglar ytlika, som antingen iro ekvivalenta eller dro skillnader mellan parvis
ekvivalenta trianglar. Han bevisar oberoende av V:1, att ytlika trianglar ha lika ytmatt, och
att trianglar med lika baser och hijder iiro ytlika, siledes ocksd trianglar, vilkas baser och hdj-
der iro omviint proportionella. Ilan kan komma fram utan V:1, emedan han ocksi utvecklat
en likformighetslara, som #dr oberoende av detta axiom, och arbetar med tal, for vilka V: 1 icke
giller.

Vi infora definitionen: Twi trianglar ivo likytiga, om de ha samma ybndtt, Vi kunna dai he-
visa filjande viktiga sats:

Delas en triangel pi ndgot sitt i deltrianglar, sd dr triangelns ytmdlt c
lika med summan av deltrianglarnas ytmiitt, 1)
Delas triangeln ABC' i deltrianglar genom att frin en vinkelspets, P

exempelvis B draga rita linjer BD, BD’, o. s. v., &r satsen sjilvklar for en
sidan delning, ty alla deltrianglarna ha dd lika héjder. En delning, A
vid vilken delningslinjerna gi genom en vinkelspets, skola vi kalla trans-
versell delning. Delas triangeln ABD i sin tur transversellt och dessa I'ig. 85.
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deltrianglar i sin tur transversellt, giller tydligen satsen f6r en sidan delning av triangeln
ABC, d. v. s, for en upprepad transversell delning.

Ar triangeln ABC delad pa ett godtyckligt siitt, draga vi genom en av dess vinkelspetsar, exem-
pelvis 4, transversaler genom varje hornpunkt i var och en av dess deltrianglar 4. Vi skola
hetrakta en triangel, som Degriinsas av tvd transversaler genom 4, som félja efter varandra.
Skira dessa BC i punkterna X och Y, ligga mellan dessa bida punkter inga hoérnpunkter hos
nigon av de forsta deltrianglarna. Deltriangeln AXY wmdste vara delad som triangeln ABC i
fig. 35, dock med den inskriinkningen, att nigon eller nigra av trianglarna kunna vara ersatta
med fyrhérningar, av vilkas hormpunkter tvid ligga pd AX och tvi pd 4Y. Nigon av tri-
anglarna exempelvis BDE, kan ocksid vara delad av transversaler genom D. Genom att i en
fyrhérning av angiven beskaffenhet draga en diagonal, sonderdelas den i tvd trianglar. Varje
triangel AXY &r siledes delad genom en upprepad transversell delning. Samma giller givetvis
om varje deltriangel 4 i den ursprungliga delningen.

Ytmattet av triangeln ABC #Ar siledes lika med summan av ytmatten for alla de deltri-
anglar, i vilka den slutligen delats. Samma giller f6r varje triangel J, som tillhor den ursprung-
liga delningen.  Kftersom additionslagarna

atlb=b+a; a+(b+c)=(@+b)+c
gilla for ytmditten, ir satsen i sin helhet Dbevisad.

Vi kunna nu definiera en polygons yimdtt som summan av vtmatten for dess deltrianglar.
Ytinattet ir tydligen oberoende av hur denna delning verkstillts. Vi infoéra sedan definitionen:

Polygoner med samma ytmditt dro likytiga.

Till varje polygon hor siledes ett visst tal, som dr summan av alla de tal, som é&ro till-
ordnade dess deltrianglar eller delpolygoner, si att om en delpolygon avligsnas frin polygonen,
den sa erhillna restpolygonen miotsvaras av ett tal, som dr mindre in det, som motsvarar hela
polvgonen. Det hela dr siledes storre ian var och en av sina delar. Helt allmint giller, efter-
som vi avbildat polygoners ytor pi talen, si att mot varje polygons yta svarar ett enda tal och
mot en »stérre» polygon ett storre tal:

Polygoners ytor dro storheter, pi vilka de vanliga storhetsaxiomen (Euklides 1—7, 9) kuuna till-
lémpas.

De anvinda talen behéva ej vara sarkimediska», d. v. s. om a>b, hehover det ej finnas
nagot heltal n, sidant att nb>a.

Vi ha nu ocksd visat, att ekvivalenta polygoner dro likytiga. Med tillhjilp av V:1 visade vi
1§ 25, att likytiga trianglar dro ekvivalenta. Vi ha siledes ocksd visat, att likytiga polygoner dro
ekvivalenta, eller alt stcrhetsaxiomen gilla for ckvivalenta figurer.

Vi kunna séiledes inféra foéljande nya definition pd likytiga polygoner: Likytiga polygoner dro
sadana polygoner, som dro ekvivalenta.

En fullt string grundliggning av liran om om ritlinjiga figurers ytlikhet &r dérmed genom-
ford, utan att nagot nytt axiom behoft inforas. Givetvis ha vi begrinsat oss till enkla polygoner,
d. v. s. sidana polygoner, vilkas sidor triffa varandra endast i polygonens hornpunkter, fran vilka
endast tvd sidor utgi.

Slutligen kan tilliggas, att en triangels ytmétt inom den hyperboliska geometrien r triangelns
defekt, d. v. s. skillnaden mellan tvi rita vinklar och triangelns vinkelsumma, inom den ellip-
tiska geometrien triangelns excess, d. v. s. skillnaden mellan dess vinkelsumma och tva riita.
Man torde utan vidare inse, att inom de bida icke-euklideiska geometrierna en triangels ytmditt
ir swmman av alla dess deltrianglars ytmdtt. Det kan ocksd bevisas, att trianglar med samma
ytmétt iro ekvivalenta.

§ 27. Polyedrar med lika volymer.

Sdsom volymumndtt for en tetraeder infoéra vi tredjedelen av produkten av en av dess sidoytor
och hojden mot denna. Att defta volymmditt ir obervende av valet av sidoyte, kan med ldtthet he-
visas.
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Tetraedern ABCD ir given. Fall fran 4 normalen 4H mot planet BCD! Fotpunkten ma
vara H! Fill frain H i planet BCD normalen IJK mot rita linjen CD! Fotpunkten mi vara
K! Da dr planet AHK normalplan till rita linjen CI2. Vinkeln ANH idr vinkeln mellan de
bida halvplanen CDdA och CDB. Pid samma sitt filles normalen BIL mot planet ACD och nor-
malen LM mot rita linjen CI. Aven vinkeln BJML iir siledes vinkeln mellan de bhada halv-

lanen CDA och CDB. Dirtor dro trianglarna AKH och BAL likformiga, d. v. s.

AH . BM =BL . AK eller AH.BM.CD =BL . AK.CD.

Satsen dr sdlunda bevisad.

P4 ungefir samma siitt som 1 § 26 for ytmdatt kan man nu bevisa:

En ftetraeders volymmdtt dr summan av volymmditten av alla de tetraeder, i vilka den dr delad.

Definieras nu en polyeders volymmdtt som summan av dess deltetraedrars volymmitt, inses
genast, att detta volymmitt dr oberoende av det sidtt, pd vilket delningen foretagits.

Polyedrar med lika volymmatt ha lika volyner.

Ur denna definition och ur det féregiende foljer:

Polyedrars volymer dro storheter, for vilka storhetsaxiomen sdledes giilla.

Med ekvivalenta polyedrar menas sidana polyedrar, som kunna indelas i ett indligt antal delpolyedrar,
si att mot varje delpolyeder i den ena svarar en kongruent delpolyeder i den andra och omudnt.

Dehn har bevisat, att polyedrar med lika volymer i alliniinhet ¢f iro ekvivalenta och ¢f heller kunna
goras ekvivalenta genom att tillfoga ekvivalenta polyedrar.

Vill man dérfor ej anviinda den ovan givna definitionen pa polyedrar med lika volymer, fir
man gripa till gransforfaranden.

! Hans bevis finnes i Enriques, Fragen der Elementargeometrie.



Pedagogiska tilliimpningar.

Det ar uppenbart, att framstillningen i kapitlen I och 1II av detta arbete ej ar lamplig
for skolan. Emellertid bor det ej vara svirt att limmna en string framstéllning av geometrien,
som #Ar fattbar dven for de allménna liroverkens elever. Det giller bara att avstd frin den
fordran, att geometriens axiom skola reduceras till ett minimum,

Utokar man Iilberts anordningsaxiom med satserna 1, 2, 3 och kanske 4 i § 2, kunna
ovriga behovliga anordningssatser latt bevisas. Det #r ej lampligt att, sisom nu sker i1 vira
skolor, helt avsti frin en rationell framstillning av punkternas anordning pa en rit linje, i ett
plan och 1 rummet. Det dr svart for eleverna att forstd, varfor man ibland far stédja sig pa
askadningen av figurer, under det att dskddningen i andra fall ej fir anvindas vid bevisforingen.
Man kan ej heller nu for tiden komma med den invindningen, att det &r omdjligt att lamna
en string, men andock lattfattlig framstillning av punkters anordning.

Sisom kongruensaxiom skulle man kunna uppfora IIl: 1, 1II: 4 och forsta kongruensfallet.
Dessutom vore det vil lampligt att som axiom antaga, att strickor och vinklar &ro matematiska
storheter. Detta antagande skulle di kompletteras med limpligt valda storhetsaxiom. Axiomet
V: 2 bor ersittas av satserna 1 och 21§ 10. Axiomen i grupperna I och IV kunna bibehéllas,
vilket ju ej hindrar, att de erhdlla en for skolpojkar lampligare formulering. Behandlingen av
yt- och volymslikhet bor vil helst ej forindras. Men i si fall bor det pipekas, att figurers
ytor och volymer antagas vara matematiska storheter.

En pd dessa principer grundad geometrisk framstdllning skulle emellertid knappast vara
njutbar for eleverna i realskolan. For lidrjungarna i fjarde klassen vore den obegriplig. Men
denna anmérkning giller ocksa i viss man Euklides’ elementer och en del andra for realskolan avsedda
larobécker 1 geometri. Didremot svnes det mig, som om Josephsons nyligen utgivna larobok i
geometri for realskolan skulle vara synnerligen lamplig och fullt begriplig for eleverna pa detta
stadinm. Om jag riitt forstatt forfattarens avsikt med sin lirobok, menar han, att man i real-
skolan bor avstd fran att fordra allt for stor strdnghet i bevisforingen. Detta &r ocksd min
asikt. Det &r ju orimligt att begiira, att pojkar pd 12 a4 13 &r skola fullt forstd ett arbete,
som stiller si stora fordringar pa tankeskidrpa som Euklides' elementer.

Sadana fordringar pd tankeskdrpa bor man didremot kunna stiilla pd gymnasiets lirjungar.
Att dessa fi gora bekantskap med en nagorlunda string framstillning av geometrien, synes mig
hogeligen onskvirt. Det kan ej férnekas, att studiet av en string framstillning av geometrien
utgér ett av de yppersta medlen att bibringa skolans elever vana vid stringhet i bevisforing och
insikt i betydelsen av exakthet i uttrycken.

Min &sikt om geometriundervisningen vid de allménna ldaroverken &r silunda foljande. 1
realskolan bor man huvudsakligen halla sig till de geometriska satsernas innehill, d. v. s. bi-
bringa eleverna geometriskt vetande och utveckla deras dskaddningsférmiga. Framstillningens
form bor spela en mera underordnad roll. Vid repetitionen i gymnasiet av realskolans geometriska
kurs bor diaremot framstillningens form vara huvudsaken. Bevisforingen bor helst vara stringare
an den euklideiska. Denna senare fordran behover ej betyda, att &mnet dédrigenom gores mera
svarfattligt for eleverna. Jag ir oOvertygad om, att det nu for tiden &r mdjligt att skrifva en
lirobok 1 geometri for gymnasiet, som i skédrpa overtriffar Kuklides' elementer, utan att darmed
bliva mera svarfattlig.
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BIHANG.

I § 9 behandlades kongruenta avbildningar. Roérelser definierades sdsom sédana kongruenta
avbildningar, som kunna sammansittas av en translation och en rotation. Det bevisades, att
rotationer kring axlar genom en och samma punkt P kunna sammansittas till en enda rotation
kring en axel genom P. Diremot anférdes ej ndgot bevis fér att tva rorelser i allmidnhet kunna
ersittas med en enda rorelse. Detta péstdende kan ytterst ldtt bevisas, om man antingen far
férutsdtta vissa av den projektiva geometriens satser eller parallellaxiomet. Sedan detta arbete
till storre delen tryckts, har jag lyckats finna ett bevis for satsen, som ir oberoende av ovan
nimnda forutsittningar men dndock relativt enkelt. Det #4r detta bevis, som jag hir tinker
framstilla.

Forst och frimst 4r det kanske skidl i att nigot fortydliga framstillningen i § 9 av rota-
tioner. Antag, att OX ir rotationsaxeln, att OA och OB #ro normaler till OX, OM bisektris
till vinkeln AOB, och att rotationen i frdga R &verfor vinkelbenet OA i vinkelbenet OB. X
definierades som resultanten till symmetrierna kring planen XOM och XOB, utférda i nu nimnd
ordning. Utom X finns det en enda kongruent avbildning S, som fér vinkelbenet OX i sig sjilft
och vinkelbenet OA i vinkelbenet OB. S iir tydligen symmetrien kring planet XOM. S Gver-
f6r vinkelbenet OM i sig sjilft; X Gverfoér intet enda vinkelben i planet AOB i sig sjiillft. X
kan ddrfér ocksd sammansiittas av symmetrierna kring planen XOA och XOM eller av symme-
trierna kring planen XOM, och XOB, eller av symmetrierna kring planen XOA, och XOM,, om
vi med OA, beteckna ett vinkelben i planet AOB, som av X féres i vinkelbenet OB, och med
OM | beteckna bisektrisen till vinkeln A,OB,. X kan siledes ersiittas av symmetrier kring tvd
plan genom OX. Den forsta eller den sista symmetriens symmetriplan kan viljas efter behag
genom OX. Det andra symmetriplanet dr sedan fullt bestimt.

Den translation T, som har AB till translationsaxel och &verfér punkten A i punkten B,
definjierades sisom resultanten till tvA symmetrier S och 5,. £ har till symmetriplan normal-
planet till AB i den punkt M, som #4r mittpunkten till strickan AB; S, har till symmetriplan
AB:s normalplan i B. T och & #ro de enda kongruenta avbildningar, som féra A i B och
varje halvplan ABX i sig sjilft. T har inga fixpunkter, S har varje punkt i sitt symmetriplan
till fixpunkt. T kan séledes ersittas av symmetrien S, med AB:s normalplan i A till symme-
triplan och symmetrien S. Vidare #r det tydligt, att punkterna A och B kunna erséttas av tvd
punkter A, och B, pd AB, sidana att T 6verfor A, i B;. En av dessa kan viljas efter behag.
T kan siledes ersittas av tvd symmetrier kring normalplan till AB, si att antingen den fdrsta
eller den sista symmetriens symmetriplan kan viljas efter behag, blott det iir normalplan till AB.
Den &terstiende symmetriens symmetriplan dr d& fullt bestimt.

Lat AOC vara en riit vinkel, A,OC en av denna vinkels sidovinklar samt OB eit i planet
AOC beliiget vinkelben, som ligger pA samma sida om rita linjen OA som vinkelbenet OC!
Det dr litt att inse, att vinkelbenen OB och OC ligga pd samma sida om den réta linje OM,
som delar vinkeln AOB mitt itu. Vinkelbenen OA och OC diremot ligga p& var sin sida om
OM. Det ér klart, att symmetrien kring planet XOM, dir OX ir normal till planet AOC, 6ver-
for OC 1i ett vinkelben OD,, som ligger pad samma sida om OM som vinkelbenet OA, och att
symmetrien kring planet XOB 6verfér OD, i ett vinkelben OD, som ligger pAd motsatt sida om
linjen OB som OA. Saledes: ‘

Sats 1. Varje rotation kring en axel OX, som for det mot OX vinkelrita vinkelbenet OA i
vinkelbenet OB, for det i planet AOB beligna vinkelben OC, som med OA bildar rit vinkel och
ligger pd samma sida om rita linjen OA som vinkelbenet OB, i ett vinkelben OD, som ligger pd
samma sida om rita linjen OB som det vinkelben OA,, som ligger i rit linje med vinkelbenet OA,
men ¢ sammanfaller med detta.

Vi skola tills vidare endast sysselsétta oss med sddana kongruenta avbildningar, som avbilda



2

punkterna i ett plan i punkterna i samma plan och en punkt P utom detta plan i en punkt,
som ligger pd samma sida om planet som: P. Vi ha d& endast att géra med rotationer kring
axlar, som #ro normaler till planet, och med symmetrier, som till symmetriplan ha planets nor-
malplan. Eftersom vi endast behdva syssla med planets punkter, kunna vi tala om rotationer
kring en punkt och mena d& rotationer kring normalen i denna punkt. I stéllet f6r symmetrier
kring normalplanen tala vi om symmetrier kring riita linjer.

Sats 2. Translationen T med AA, lill translationsaxel, som for punkten A i punkten Aj,
efferfolid av en rotation A, kring A, kan ersittas av en rotation A kring A, efterfoljd av trans-
lationen T.

Normalerna AX och A, X, till AA, dro givna; punkterna X och X, ligga pd samma sida
om AA, och i ett och samma plan. I detta plan ligga vidare vinkelbenen AB och A B, pé
samma 51da om AA, som punkterna X och X,. A, ligger mitt emellan punkterna A och A, pd
rita linjen AA,. Vinklarna BA4A; och B4, A antagas vara lika stora, likaledes vinklarna BAX
och B;A;X,. Sedan 4B, valts, kan ju AB bestammas sd, att den uppfyller dessa villkor. Den
rotation 2[;, som for vinkelbenet 4,4, i A4,B,, for vinkelbenet 4,X, i ett fullt bestimt vinkel-
ben A,;Y, Den rotation 2, som for A4, i AB, for AX i ett bestimt vinkelben AY. Det ir
latt att inse, att vinkelbenen AY och 4,Y; ligga pd samma sida om linjen 44, Translationen
T for AA, i A4, AX i A, X,, AB i A;B, och AY i A,Y,. Transformationen T2, sam-
mansatt av T, efterfsljd av U, fér 44, i 4,B; och AX i A,Y,. Men sé ir ocksé férhéllandet
med transformationen 2(T. Eftersom det finns en enda kongruent avbildning av ovan angiven
beskaffenhet, som uppfyller dessa villkor, sammanfalla transformationerna T2l och AT, och satsen 4r
bevisad. Beviset féres med ldtthet, om 4,3, och 4, X, eller 4,8, och A;A sammanfalla.

Sats 3. Translationen T,, som for A i B och har AB till axel, efterfoljd av transla-
tionen T,, som for B ¢ C och har BC till axel, kan ersdittas av translationen T, som:
for A ¢ C och har AB till axel, eftevfoljd av en rotation kring C.

Tva translationer kring samma axel kunna givetvis erséttas av en enda translation lidngs
samma axel. Med hjilp av sats 2 visas siledes litt, att satsen giller, om 4, B och C ligga i rit linje.

Ligga ej A, B, C i rit linje, iro de hdrnpunkter i en triangel; med / beteckna vi en av
dennas inre punkter. Vinkeln XAB antages vara ridt, och punkterna X och C antagas ligga
pd samma sida om linjen AB. T for Bi A, och X i V, s& att X, ¥, C och / ligga pd samma
sida om AB. Den rotation B, som fér vinkelbenet BA, i vinkelbenet BC, for vinkelbenet BY
i vinkelbenet BZ, som enligt sats 1 ligger pd samma sida om linjen BC som punkten A, sile-
des ocksd som punkten /. Av samma skil for @,, efterfoljd av den rotation &, som fér vin-
kelbenet CB,, dir punkten C ligger mellan punktema B, och B, i vinkelbenet CA, vinkelbenet
BZ i vinkelbenet CU, s att / och U ligga pid samma 31da om AC. T 3BT,C for séledes vin-
kelbenen AB och AX1 vinkelbenen CA och CU respektive. Ligger punkten C, pd AC och A mel-
lan C, och C, for den rotation 2[, som foér vinkelbenet AB i vinkelbenet AC,, enligt sats 1 vin-
lelbenet AX i ett vinkelben AV, som ligger pa samma sida om linjen AC, eller AC som B, d.
v. s. som /, ty AX och AC, ligga pd var sin sida om linjen AB. Translationen T &6verfor
vinkelbenet AC, i vinkelbenet CA och AV i CU. Saledes g'ﬂlex T 3CT,¢C = AT. Enligt sats
2 giller nu BT, = T,E,, AT = TE,, saledes ocksd T,T,E, = (LO:Z, d.'v.s. T,C, = TL,.
Med €, &, Q%, O:4 beteckna vi di rotatatloner kring punkten ‘C. Giller palallellaxmmet redu-
ceras &, till identiteten, sdledes T T, till T.

Sats 4. Trarzsformalzorzen Q_B a’ar T dr den translationen lings axeln AB, som for A i B,
och B dr en rotation kring B, kan ersittas av transformationen S5, ddir S dr symmetrien kring
strickan AB:s mittpunktsnormmal s och S, symmetrien kring en rit linje s, genom B. Omvint kan
5SS, ersittas av TV, som ddremot aldng kan ersitfas av en enda symmetri.

T kan ersdttas av symmetrierna S och :2, om 5, till symmetrilinje har normalen s, i B till
linjen A3. B kan ersiittas av 5,5,, dir S, 4r en symmetn som till symmetrilinje har en fullt
bestdmd linje s, genom B. Saledes dr T8 = 35 29,2, = 55, ty 5,5, dr den identiska trans-
formationen. I'drsta delen af satsen &r silunda bevisad. Omviindningen bevisas genom inskjut-
ning av tvd symmetrier S,. Kunde slutligen T8 ersittas av en enda symmetri, maste denna vara
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S, ty endast denna symmetri Sverfor punkten A i punkten B. Men TB = S5, kan tydligen
ej ersiittas av S.

Vi inféra nu féljande definition: T7vd i samma plan beligna rita vinklar AOB och CO,D
dro likriktade, om den ena kan dfverforas i den andra genom en translation lings axeln OO, och
en rotation i endera av punkterna O eller O,. I annat fall sigas de vara olikriktade.

Vinklarna AOB och BOA iro enligt definitionen olikriktade. Vinkelbenens ordningsféljd i
en vinkel méste dirfér noga framhallas.

Kan AOB féras i CO,D genom en translation T lings OO, och en rotation O, i O,, kan
enligt sats 2 T, ersittas av DT. Séledes kan CO,D bverforas i AOB genom T D), dir T, &r
den translation, som upphidver T, och (), den rotation i O, som upphiver (). Definitionen
innebir dirfér ingen motségelse. Aro A,0B; och AOB likriktade och likaledes C,0,D,; och
CO,D likriktade, dro enligt sats 2 dven A ,OB, och C,0,D, likriktade. Aro r#ta vinklarna
AOB och CO,D likriktade med rita vinkeln EO,D, idro de enligt sats 3 sinsemellan likriktade.
Men detta giller, dven om AOB och (:O,D éro olikriktade med £0,D. Ty i sa fall dro vink-
larna A,OB och C,0,D, dir AOB och A OB iro sidovinklar samt C,0,D och CO,D likaledes
sidovinklar, likriktade med EO,D, siledes sinsemellan likriktade. AOB kan da 6vertéras i CO,D
genom samma translation och rotation, som fér A,0B i C,0,D. Siledes:

Sats 5. Rdtla vinklar, som dro likviktade elley olikviktade med en och samma rita
vinkel, dro likvikiade.

En symmetri dverfor enligt sats 4 en rit vinkel i en olikriktad rdt vinkel. Tvad symmetrier
kring rita linjer i samma plan &Gverfora siledes enligt sats 5 en rdt vinkel i en likriktad riit
vinkel. I allménhet giller dérfor féljande sats.

Sats 6. En kongruent avbilduing, som avbildar ett plan i sig sjalft och en punkt P
wutom detta plan i en punkt pd samma sida om planet som P, kan antingen sammansdttas
av ett jimnt antal symmelrier eller av ell udda antal synunetriev kving planets novmalplan.

Ligga saledes rita linjerna @ och 6 i samma plan som punkten 2 och #r S den punkt,
som av symmetrierna 2l och 8 med @ och b som symmetrilinjer verfores i punkten P, kan A3
ersiittas av 11D, déir 21T 4r symmetrien kring strickan SP:s mittpunktsnormal och D symmetrien
kring en rit linje genom punkten P. AW kan ju ndmligen ersiittas av 2T och en viss kongruent
transformation med P till fixpunkt. Denna transformation maste kunna ersittas av ett udda
antal symmetrier kring riita linjer genom P, ty eljest skulle A3 kunna ersiittas av ett udda an-
tal symmetrier, vilket enligt sats 6 dr uteslutet. Tre symmetrier och saledes ett udda antal symme-
trier kring rita linjer genom samma punkt kunna ju ersidttas med en enda sidan. Siledes:

Sats 7. Twd symunetvier kving norvmalplan il elt och sammma plan kunwna ersdtias
av lvd dylika symunetrier, sd alt den sisia symmetviens symmetriplan gdr geiiom en efter
behag vald punkt.

Antag, att de tre rotationsaxlarna a, 0, ¢ dro si valda, att ej a och & ligga i ett och samma
plan, att B #r en efter behag vald punkt pd & och C likaledes en efter behag vald punkt pé
¢. Med d beteckna vi riita linjen B(C. Rotationen kring b kan erséttas av symmetrien kring
ett visst plan /b, som skir planet Ba i en riit linje / genom B, och symmetrien kring planet bd.
Mellan dessa b&da symmetrier kan man inskjuta symmetrien kring planet /d, utférd tva ginger.
Resultatet av dessa dr ju identiteten. Rotationen kring 0 kan sdledes ersiittas av rotationer
kring / och 4 i nu nimnd ordning. Rotationerna kring @ och ¢ kunna ersiittas av en enda ro-
tation kring en axel 7 genom C. De tre rotationerna kring @, b, ¢, utférda i nu uniimnd ord-
ning, kunna séledes ersiittas av rotationerna kring @, / och i nu nimnd ordning, si att «a
och / ligga i samma plan och » gér genom en godtyckligt vald punkt pd c.

Rotationerna kring @ och / kunna ersiittas av symmetrierna kring tvd plan a och [ genom
a och /[ respektive. Som andra symmetriplan i rotationen kring a och férsta symmetriplan i rota-
tionen kring / viélja vi ndmligen planet a/. Dessa bida symmetrier ge till resultat identiteten.

Fran C ligga vi ett gemensamt normalplan d till @ och [. Vi ha i sats 7 bevisat, att sym-
metrierna kring a och [ kunna ersiittas av symmetrierna kring tvid normalplan g och c till 9, si
att det sista gir genom C. Mellan symmetrierna kring g och ¢ inskjuta vi tvd symmetrier kring



0. Dessa fyra symmetrier kunna ersiittas av tvd rotationer kring snittlinjerna av planet d med
planen g och ¢. Den sista rotationen kan med rotationen kring 7, som gar genom C, samman-
sdttas till en enda rotation. Vi ha siledes bevisat:

Sats S.  Tre votationer och sdledes hur mdnga rotationer som helst kunna ersdttas
av tvd rotationer.

Ar T den translation lings axeln AB, som f6r A i B, kan T tydligen ersittas av tvad
rotationer i 2T och B lidngs axlar, som fro i samma plan beligna normaler till 4B. 21Ts axel
gdr genom mittpunkten till strickan AB,; :s axel gir genom B. Ar nu L en rotation kring
en axel genom B, kan siledes TV ersittas av tvad rotationer. En roérelse kan séledes alltid er-
siittas av tvd rotationer, ty en rorelse, som fér 4 i B definerades i § 9 som TL.

L&t T vara den translation lings axeln B, som fér punkten . i punkten B, och T; den
translation lings axeln BC, som fér punkten /3 i punkten C. Med D beteckna vi en rotation
kring en axel genom 5, med D, en rotation kring en axel genom C. Med T, beteckna vi
den translation lings axeln AC, som fér punkten A i punkten C, med D, en rotation kring en
axel genom C. Vi skola bevisa likheten TOT D, = T,D,.

Vi ha bevisat, att TOT, D, kan ersiittas med 2\13 och T,V, med R, R, om vi med X,
X, R, 4, beteckna 10tat10ne1 Av utredningen i §9 framg?lr, att TDVT,D, antingen kan er-
sittas med T,D, eller med T,D,S, dir S betyder en symmetri kring ett plan genom punkten
C. Antaga vi nu, att TOT, D kan ersittas av T,D,5, giller X, X, = X, X, Denna likhet
innebdr tydligen, att S kan ersattas med tva rotatlonel S = 2\,)\\, Lat P vara en punkt p:'i
R,:s rotationsaxel @, och antag, att den av X, fores i punkten S. Som symmetriplan miste S
ha det plan, som i mittpunkten av stridckan PS ir normalplan till rdta linjen PS. Detta plan
gdr genom Xs rotationsaxel 0. Vi veta, att X, kan ersiittas av ‘ﬂl_, om vi med 2=, beteckna
symmetrien kring ett fullt bestimt plan genom b Saledes gilller & = X, 35, d. v. 5. 3; = X,
Men den senare likheten dr uppenbarligen orimlig. Vi ha silunda bev1sat likheten TOLT VD, =
T,D,. Dirmed ha vi ocksd bevisat:

Tvad efter varandra utforda rivelser kunna ersdiittas med enda vorelse.

Med OABC beteckna vi en trekant, i vilken de tre vinkelbenen OA, OB, OC med var-
andra bilda rédta vinklar. Trekanten OABC skiljer sig frin OBAC endast genom kanternas ord-
ningsféljd. Vi inféra féljande definition:

De vitvinkliga trekanterna OABC och 0.4,B,C, dro likriktade, o dei ena kan
foras ¢ den andra genom en vorelse, exempelvis genom en translation lings 0O, difoljd
av en vridning. I annat fall dro de olikriktade.

Emedan tva efter varandra utférda rorelser kunna ersittas av en enda rorelse, giller:
Tvd vitvinkliga ftrekanter. som antingen bdda dro likvikiade eller bdda olikrikiade med
en tredje rdatrvinklig trekant, dro likrikiade. Hirav foljer: [Fn rorvelse kan alltid ersdtias
nited etl jammnt antal synunetrier, varje annan kongruent avbildning med ett nudda antal
Symmetrier. Pastdendet i § 9, att en rorelse kan ersittas av tvd symmetrier, 4r ej riktigt, och
har inkommit genom ett fdérbiseende.

Det dr nu litt att uppstdlla en definition pa likriktade, ej rita vinklar i samma plan och
pa likriktade, ej ritvinkliga trekanter. I Enriques, Fragen der Elementargeometri dro likriktade
vinklar definierade oberoende av kongruensliran, siledes endast med hjilp av axiomen i grup-
perna I och II. Den erforderliga utredningen &r emellertid relativt ldng. Av utrymmesskil
dro i ifrdgavarande arbete likriktade trekanter ej behandlade.

Det #r ingalunda osannolikt, att min framstillning hdr ovan kan foérenklas. Jag har emel-
lertid ej lyckats finna négon enklare metod.

Ur metodisk synpunkt ér det naturligtvis bittre att med hjdlp av axiomen i grupperna I och
IT definiera likriktade trekanter, déirefter definiera rorelser som kongruenta avbildningar, i vilka
trekanter motsvaras av likriktade trekanter och slutligen bevisa, att tva rérelser kunna samman-
séttas till en enda rorelse. Min metod for fortare till mélet och saknar sélunda ej existensbe-
rittigande. Huruvida nagon likartad framstéllning férut publicerats, &r mig obekant.
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REDOGORELSE

FOR

OSTERSUNDS HOGRE ALLMANNA LAROVERK
LASARET 1915—1915.

A. UNDERVISNINGEN.

1. Histterminen boriaoe den 21 Augusti med provningar och slutade den 21 decem-
ber. Vdrterminen, som tog sin boérian den 12 januari, kommer att avslutas den 6 juni.

Den egentliga undervisningen tog sin borjan hostterminen den 26 augusti kl. 12 och
upphoérde den 17 december kl. 2.35 e. m.; den borjade varterminen den 13 {anuari kl. 12
for att fortgd till och med den 2 juni.

Lov for hela laroverket har under hostterminen givits den 2 oktober, den 1 novem-
ber och den 2 december; under varterminen den 4 februari, den 8 mars och den 13 maj.

2. Gemensam morgonbdn med sdng och bibellisning har forrittats varje lisdag Kkl
78/,—8 f. m. Den offentliga hogmiissogudstiinsten i stadens kyrka har bevistats av sa
stor del av skolungdomen, som utrymmet pi de f6r densamma anvisade platserna med-
givit, vartor larjungarna haft obligatorisk kyrkogang ungefir var tredie séndag.

Undervisning @ lidsdmnena ha varit forlagd till 8--10.35 f. m. och 12--2.35 e. m.
alla dagar.

Dessutom har undervisning i lisiimnena édgt rum f6r 4 a och 5 b onsdag 5--6.30
e. m. (laborationer), for 4 b torsdag 5—6.30 e. m., for 5 a tisdag 5—6.30 e. m. (labora-
tioner), for kl. 6 mandag 5—6.30 e. m. (laborationer), f6r II ring onsdag 2.45—3.30 €. m.,
tisdag 5—6.30 e. m. (laborationer), samt fredag 2.45 —3.30 €. m., for [II ring fredag 5— 6.30
e. m. (laborationer), mindag, tisdag, onsdag och torsdag 2.45—3.30 e. m., for IV ring
tisdag, onsdag och torsdag 2.45—3.30 e. m.

Oviingarna @ sdng och instrumentalspel hava igt rum méndag 4—7 e. m., tisdag
4.30—6.30 e. m., torsdag och fredag 4.30 -7 e. m. och onsdag 4—6 e. m. samt l6rdag
4—7 e. m.

Ovningar i vilskrivning och de obligatoriska teckningsivningarna hava varit for-
lagda till samma tider som undervisningen i lisimnena.

Gymmastikovningarna hava orsiggitt mindag, onsdag, fredag och lérdag 9.s0—10.35,
f. m. och 11.20—11.50 {. m. varie lisdag; tisdag, torsdag, fredag och lordag 12—12.45
e. m. och mindag, onsdag, torsdag och l6rpag 2.45—3.30 e. m.; vapendvningarna min-
dag och onsdag 12—12.45 och tisdag och fredag 2.45—3.30 e. m.
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uppdela.de

4. Begagnade lirobocker och genomgingna lirokurser i ldsimnen.

4) Larobocker m. m.

Kristendom Bibeln (I-1V), svenska psalmboken (1—3).
\TORLEN och LUNDGREN, biblisk historia (1-—3).
CORNELIUK, kyrkohistoria (I—IV)

LUTHERS lilla katekes med kort utveckling (I—1V).
NORBECK, teologi (1I--1V).
[_UNDIN, livsbilder ur kyrkans historia.

Modersmdlet: REBRE, svensk spraklara (1—3).

STURZEN- LEGJ\L]\, svensk rittskrivningslira (I—2).

SUNDEN, spriklira i sammandrag (4-—53).

L[\DVALL svensk ldsebok for 1e<1151\01an (1—3, 6).

LIND\/ALL 6évningar i satsanalys (2—2J).

RUNEbER(: Finrik Stals signer (3), Algskyttarne (4)-

TEGNER, }11t10fs saga (3).

SNOILSKY, svenska bilder (4).

SCIHUCK-LUNDAHL, svensk lisebok for folkskolans hogre klasser
I (4—3).

STEFFEN, svensk litteraturhistoria (I—1IV).

HAMMERICH, danska och norska liseboken (I1).

STEFFEN, isl. och fornsv. litteratur i urval (I).

STPFFEN, &versikt av sv. litt. (II—1V).

Arbeten av BELLMAN, KELLGREN, LENNGREN, ATTERBOMI,
STAGNELIUS, ()EI]ER TEGNER, RLI\EBERG PALMAER, ALM-
OVIST, v. BRAUN RYDBFRG II%SEN m. ﬂ.‘ overs. av Shak-
speare, Byron m. fl.

Tyska: HJORT, Spraklira (1—6, 1-1V).
HJORT LINDI]AGEN Praktisk larobok i tyska spriket (1—3).
RAAB, Reproduktionsévningar (1—6;.
HjORlH Bihang till Praktisk Lérobok (2—3).
HJORTH och HEUMANN, tyska skrivovniegar och brev (3).
RODHE, tyska oOversittningsovningar (I--IV).
SUDERMANN, Frau Sorge (II).
OHOQUIST, Deutsche Prosa und Dichtung (4, 5, 6, 1, 1I).
IFRENSSEN, Peter Moors Fahrt (III).
C. 0. KOCI, tyska anekdoter och smdberiittelser (3—4).
E. GRIP, Gustav Adolfs Page (IV).
FREYTAG, Aus den Kreuzzigen (III).

Engelska: AFZELIUS, engelsk spréklira (IV).
ELFSTRAND, engelsk elementarbok (4).
JESIPERSEN och RODHE, engelsk lisebok ior realskolan (3, 6, I, II).
ELFSTRAND, kortfattad engelsk sprakliara (+-—6, T L, II L.
ELFSTRAND, engelsk sprakliara (I R—III R).
CONAN DOYLE, Sherlock Holmes (1II L).
COLLINS, After dark (II R).
ESCOTT, England, its people, polity and pursuits (IV).
GARDINER, Historical Biographies (IV L).



BARRY PAIN, Eliza (III).

KROLLICK, Modern Travels and Explorations (IV R).
JACK LONDON, White Fang (IIl R).

THACKERAY, Sam. Titmarsh (IV R).

RODHE, o6versiittningsovningar (I—II).

CALWAGEN, engelska oversittningsovningar (I).

Franska: BODTKER & HOST, lirobok i franska (35— 6, 1I-—III).

EDSTROM, kortfattad fransk spraklira (II--IV).
EDSTROM, Fransk lisebok (IV).

SANDEAU, I.a roche aux mouettes (III).
DAUDET, Le petit chose (IV).

Latin: TORNEBLAH-LINDROTH, (mindre) grammatik (I—IV).

PONTrN, latinska fortattare (I—IV).

Grekiska: PETTERSSON, Grekisk lisebolk (1Il).

SILLEN-LOFSTEDT, grammatik (IV).

XENOPHON, Anabasis, utg. av Dalsio (III—IV).

PLATONS Apologi und Kriton herausgegeben von Albert von
Bamberg (I1V).

HOMERUS (V—VTI) utg. av Knos (IV).

Historia: ODHNER-WESTMAN, Fiderneslandets historia for realskolan

(1—0).
EKMARK, Historisk lasebok (2, 3, 4, 3).
RYDFORS, Historisk ldsebok (1.
ODHNER-HILDEBRAND, Sveriges, Norges och Danmafiks historia
for skolans hogre klasser (II—IV).
ODHNER-HILDEBRAND, l-orntidens och medeltidens svenska historia
for gymnasiet (I).
BOETHIUS, Kulturh: éversikt av forntidens och medeltidens allmiinna
_historia (D.
HOIJER, Sveriges nyaste historia jimte grundlinier till Sveriges stats-
kunskap (6).
ESTLANDER, Historisk liasebok (2, 3, 4, 5, 6).
PALLIN-BOETHIUS, Allmiin historia (II—-IV).
PALLIN-BOETHIUS, Allmin historia {or realskolan (3—6).
HOIJER, Svenskt samhillsskick (IV).

Geografi: CARLSSON och CARLSSON-FAGERLUND, skolgeografi (1—0,

I och II).
I'EHR, geografiska_skildringar (4, 5).
ANNA SANDSTROM, Natur och arbetsliv i svenska bygder I. (1—I).

Matematik: BERGS riikneldra (1 —5).

JOSEPHSON, Lérobok i geometri (I-—II).
LINDMAN, Lirobok i geometri (4—6, I).
HEDSTROM-RENDAHL, Trigonometri (IT-1V7).
JOSEPHSON, Rymdgeometri (III—IV).

COLLIN, Analytisk geometri (II[I—IV).

COLLIN, Exempelsaml. till algebra (4—6, I—IV).



Naturvetenskap.: FORSELL, inledning till botaniken (3—6).
FORSELL-SKARMAN, lirobok i botanik (I, 1II och IV).
ALMQVIST, zoologi (II—1IV).

KROK & ALMQVIST, svensk flora (3—6).

MOLL, liarobok i fysik (I—IV); pa latinlinien den f6rkortade upplagan.
HELLSTEN, Experimentell fysik och astronomi (4—6, 1).

ABENIUS. lirobok i oorganisk kemi (I—IV).

ABENIUS, kort lirokok i kemi (3, 6).

BOAS, larobok i zoologi (4, 5).

JOHANSSON & MAGNUSSON, Femte klassens kurs i geologi (3).

L. G. ANDERSSON, liran om djuren (1—3, 6).

Filosofisk propedevtik: SJOBERG & KLINGBERG, logik (III--1V).
" " antropologi (IV).

b LAROKURSER.
REALSKOLAN.

Forsta klassen.

Kristendom 3 t. Forsta trosartikeln och tio Guds bud pd grundval av valda beriit-
telser, foretriidevis ur gamla testamentet. Valda psalmverser och psalmer utantill. (Sundstrom).

Modersmdlet 5 t. Innanlisning. Ovningar att Atergiva det lista. Berittande av
sagor. Satslira: den enkla satsen. Formliara: de viktigaste ordklasserna. Réttskriv-
ningsovningar pd liarorummet. (Danell i 1 a och Gyzander i | b).

Tyska 6 t. Hjorth och Lindhagen: Praktisk lirobok: 22 stycken. Grammatik: Sub-
stantivens och adjektivens vanliga boiningssitt, rikneord, de viktigaste pronomina, in-
dikativ av de temporala hjidlpverben samt av de svaga verben i aktiv. Taldvningar och
andra tillimpningsévningar. (Danell i 1 a och Gyzander i 1 b).

Matematilk 4 t. De iyra riknesiitten i hela tal. Inledning till decimalbrik. Meter-
svstemets lingdenheter, rymd-, vikt- och tidsenheter. (Dahlberg i | a och Wikstrom i 1 b).

Naturldra 2 t. Om méinniskan. Undersokning av levande vixter med tydliga blom-
delar. (Fahlander).

Historia 2 t. Odhner-Westmans lirobok intill 1319. Liisning av Nordens guda- och
hjaltesagor. (Rignell i 1 a och Gyzander i 1 b).

Geografi 2 t. Oversikt av virldsdelarne och virldshaven. Upplysningar om jordens
form och rorelser. Sveriges, Norges och Danmarks fysiska och politiska geografi.
(Rignell i 1 a och Gyzander i 1 D).
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Andra klassen.

Nristendom 3 t. Bibliska berittelser, huivudsakl. N. T., jiimte lardomar ur den kristna
tros- och sedeliran med anslutning till andra trosartikeln och Herrens bén. Bibellisning;
psalmer (Sundstrom).

Modersmudlet 5 t. Innanldsning. Grammatik (kurs enl. Rebbe) och satsanalys. Enklu
reproduktionsovningar, i allmiinhet muntliga, nigon gfng skriitliga. Framsiigning av
valda poetiska stycken. Atergivande av sagor och Dberiittelser. Rittskrivningsovningar.
(Lindvall i 2 a och Pahlberg i 2 b).

Iyska 6 t. Hijorth och Lindhagen, st. 23—48, delvis utantill. Substantivens och
adiektivens deklinationer och adjektivens komparation, rikneord, pronomina, det viktigaste
av verbalboijningar. Talovningar och andra tilliimpningsdvningar. (Lindvall i 2 a och
Pahlberg i 2 b).

Historia 3 t. Fiaderneslandets historia fran och med 1319 till storhetstiden. Beriit-
telser ur Greklands och Roms saga och historia. (Ljungstedt).

Geografi 2 t. Europas fysiska och politiska geografi fortsatt till Frankrike. (Ljungstedt).

Matematik 5 t. De fyra riknesitten i brak med tillimpning pé& sorter. Huvudriik-
ning. (Wikstrom i 2 a och Henriksson i 2 b).

Naturidra 2 t. Kortfattad oversikt av didggdjuren; faglar paboriade. Det allminnaste
av liran om de hogre vixternas yttre organ, inhdmtat fornimligast genom undersokning
av levande viixter; vixters insamling och preparering. Exkursioner. (IFahlander).

Tredje klassen.

Kristendon: 3 t. DBibliska berittelser ur evangelierna repeterade|samt apostlagirnin-
garna jimte lirdomar ur den kristna tros- och sedeliran i anslutning till tredie tros-
artikeln samt instiitelseorden till dopet och nattvarden, psalmer. (Sundstrém).

Modersmadlet 6 t. Innanlisning med forklaring och redogorelse for det lista. Fiinrik
Stals siigner. Formliran och det viktigaste av sats- och interpunktionsliran, satsanalys
och satsbildningsévningar. Réttstavningslidran, rittskrivning efter diktamen varie vecka,
interpunktionsovningar. Framsiigning av valda poetiska stycken. ‘Uppsatsévningar pi
lirorummet under lirarens ledning. (Gyzander i 3 a och Pahlberg i 3 D).

Tyska 6 t. Hjorth och Lindhagen, Praktisk lirobok avslutad, delvis utantill. Koch,
Tyska anekdoter, -omkring 15 sidor. Formliran utférligare genomgingen och repeterad.
Behovliga delar av syntaxen muntligt meddelade. Talévningar. (Gyzander i 3 a och
Pahlberg i 3 b).

Historia 3 t. Skandinaviens historia 1611—1718. Allminna historien: forntiden.
(Eklund).

Geografi 2 t. Europas fysiska och politiska geograli avslutad och repeterad. (Eklund).
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Matematik 5 t.  Aritmetik: brak, sorter, regula de tri och procent- och rinteriikning;
huvudrédkning; geometriska ritkningar och askddningsovningar. (Dahlberg i 3 a och
Henriksson i 3 D).

Naturlira 2 t. Zoologi: faglar, krildjur, groddiur och fiskar. Botanik: frovixternas
yvttre organ, sexualsystemet, undersokning av levande viixter. Exkursioner (Ifahlander).

Fjarde klassen.

Kristendom 2 t. lIsraels historia, meddelad under lisning av valda delar av gamla
testamentets skrifter. Belysande underriittelser ur den allm. religionshistorien. Oversikt-
lig framstillning av innehdllet i det forsta hufvudstycket och de tva forsta trosartiklarne.
Psalmer. (Sundstrom i 4 a och Higglund i 4 b).

Modersmalet 4 t. Schiick och Lundahls lisebok. Algskyttarna, Svenska Dbilder.
Forklaring och redogorelse av det lista jimte nodiga upplysningar ur versldran. Fram-
siigning av inldrda stycken i bunden form. Satsanalys, interpunktions- och rittskrivnings-
prov. Vuar tredje vecka en reproduktion eller en uppsats over ldttare dmnen efter
lararnes anvisning med avseende pa behandlingen, utféord an i hemmet, in pd lirorum-
met. (Danell i 4 a och Dahlberg i 4 D).

Tyska 4 t. Oversiittning av ungefiir 50 sidor i Ohquists lisebok. Taldvningar.
Repetition av formliran. Syntax i anslutning till textldsningen. Var tredje vecka en
reproduktionsévning eller skriftlig éversiittning till tyska, utiérd idn i hemmet, dn pd ldro-
rummet. (Danell i 4 a och Dahlberg i 4 D).

Engelska 5 t. Det allminnaste av formliran. Elfstrands elementarbok. Skrivning
pd lirorummet. Enklare talovningar. (Allander i 4 a och Borgman 1 4 b).

Historia 3 t. JFiderneslandets historia 1718—1809. Allmiinna historien: medeltiden
och tiden 1500 —1648. (Danell i 4 a och Eklund i 4 b).

Geografi 2 t. Asiens och Alrikas fysiska och politiska geografi. (Sundstrom i 4 a,
Eklund i 4 b).

Matematik 5 t. Geometri: Propp. 1—34 i Enklides iorsta bok iimte nagra enkla prob-
lem; tredje boken piboriad. Aritmetik: IForegiende klassers aritmetiska kurser repeterade
och utvidgade; sifferekvationer av forsta graden jimte littare problem. (Persson i 4 a,
Dahlberg i 4 b).

Naturlira 3 t. Botanik: undersokning av levande vixter. Négra vixtfamiljer. [Ex-
kursioner. Zoologi: ryggradslosa djur. (IFahlander). Fysisk: kropparnes egenskaper i
olika aggregationstillstind. Det allmiinnaste av virmeldran. Frivilliga laborationsovningar.
(Flenriksson i 4 a, Wikstrom i 4 h).

Femte klassen.

Kristendom 2 t. Det viktigaste av den kristna tros- och sedeldran enligt bibeln och
Luthers katekes: tredje artikeln, tredie, fiéirde och femte huvudstyckena. Jesu liv och
verksamhet huvudsakligen enligt Lucas evangelium. En o6verblick av nya testamentets
skrifter. Valda psalmer med anslutning till kyrkodret. (Sundstrom i5 a, Hiigglund i 5 b).
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" Modersmdlet 3 t. Formliran och den allminna satsliivan repeterade. Rittstavnings
och interpunktionsprov samt satsanalys. Lisning av Tegnér, Fritiofs saga, Schiick-Lun-
dahl Svensk ldsebok II. Upplysningar ur versliran. Dispositionsévningar. Framsigning
av inlirda stycken i bunden form. Var tredije vecka en uppsiats. (Allander i 5 a, Ek-
lund i 5 b).

Tvska 4 t. Ohquists lisebok omkring 60 sidor. Delar av syntaxen genomgangnil.
Formliiran repeterad. Muntliga och skriftliga 6vningar. Var tredje vecka en oversitt-
ning eller en reproduktionsovning. (Allander i 5 a, Lindvall i 5 b.)

Engelska 5 t. Jespersen-Rodhe, 96 sid. Formliran och behovliga delar av syntaxen
i anslutning till texten. Muntliga och skriftliga ovningar. Talovningar. (Allander i3 a,
Lindvall 1 5 D).

Frauska (frivilligt) 2 t. Bsdtker och Host, Lirobok i Franska, sid. 1—12, 19—22.
(Borgman).

Historia 3 t. Fiderneslandets historia fran 1809 till niirvarande tid. Repetition av
formtidens och medeltidens historia. Allminna historien: nyare tiden frin 1648. (Eklund

~

i 5D, Liungstedt i 5 a).

Geografi 2 t. De firimmande virldsdelarnas fysiska och politiska geografi avslutad

och repeterad. (Eklund i 5 b, Ljungstedt i 5 a).

Matematile 4 t. Geometri: cirklar och ménghorningar, planimetriska ritkneuppgiiter
i samband med ytsatserna. Aritmetik och algebra: brik, ekvationer av [érsta graden

med en obekant {imte problem. (Wikstrom i 5 a, Henriksson i 5 b).

Nalurlira 5 t. Zoologi: repetition. Botanik: levande viixter examinerade pd liro-
rummet. Exkursioner. Viktigare vixtfamilier. De viktigaste kulturviixterna. Typer for
kryptogamerna. (Fahlander). Kemi, geologi: de viktigaste foreteelserna. Frivilliga la-
borationsévningar. Geologisk exkursion. (Romanus). Fysik: magnetism och elektricitet.
(Wikstrom 1 5 a, Henriksson i 5 D).

Sjitte klassen.

Kristendon: 2 t. Bilder ur kyrkans historia, det viktigaste rorande kyrkans utbred-
ning, torfattning, kult och lira. Bibellisning: valda stycken. (ligglund).

Modersmdlet 3 t. Lisning i1 Lindvalls lisebok {6r realskolans 6:te kl. och valda
skrifter av Geijer, Tegnér, Rydberg, Selma Lagerlof. Referat. Deklamation. Foredrag.
Dispositionsévningar. Ovningar i att uppsiitta enklare skrivelser av praktisk art. Var
tredije vecka en uppsats omvixlande i hemmet och pd lirorummet. (Sundstréom).

Tyska 3 t. Ohquists lisebok. Grammatik. Ovning i Lisning av tysk stil ur Kolbs
Lesebuch. Talovningar och andra tillimpningsovningar. Var tredie vecka en skriltlig
reproduktionsévning eller dversiittning. (Borgman).

Eungelska 4 t. Jespersen-Rodhes lisebok avslutad. Oversikt av syntaxen. Talévnin-
gar och andra tillimpningsévningar. Varannan vecka en skriftlig reproduktionsévning
eller oversittning. (Pahlberg). :
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Franska (frivilligt) 2 t. Bodtker & Host sid. 32—68. (Dahlberg)

Historia 4 t. Huvuddragen av Sveriges statsiorfattning samt av dess centrala och
kommunala forvalting. IFiderneslandets historia: repetition av nyare tiden. Allmiin
historia: repetition av nyare tiden med séirskild vikt lagd pd tiden efter 1815. (Ljung-
stedt).

Geografi 2 t. Oversikt av den allmiinna geogralien. De viktigaste kulturlindernas
och ioretriidesvis Sveriges geografi. (Danell).

Matematile 5 t. Aritmetik och algebra: ekvationer av f[6rsta. graden med en och
flera obekanta {dmte talrika problem, mest hiimtade frin affiirslivet. Begreppen irratio-
nellt tal och kvadratrot. Ovning i enkel bokiséring. Geometri: repetition av féregdende
klassers kurser. Likformig avbildning. Ovningssatser. Planimetriska och stereometriska
berikningsuppgifter. Uppritning av enkla diagram. (FFahlander).

Biologi 2 t. Liran om miinniskokroppen och i sammanhag diarmed det viktigaste
av hilsoldran; de rusgivande {imnenas och tobakens natur och verkningar; bakteriernas
betydelse och verkningar. Huvuddragen av liran om viixternas levnadsiorhdllanden,
livsforeteelser och inre byggnad. (Fahlander).

Fysile 2 t. Statik.  Meteorologi. Optik och akustik samt en kort kurs i astronomi.
LLaborationer. Observationer. (Nordstrom).

Kemi 1 t. Nagra viktiga kapitel ur org. och tillimpad kemi. Torrdestillation och
forbriinning. (Wikstrom).

GYMNASIUM.

1:a ringen.
Latinlinjen.

Kristendom 2 t. Gamla tidens och medeltidens kyrkohistoria. Bibelldsning: Apost
lagérningarna.  (Héigglund).

Modersmdlet 3 t. Lisning i Stetfen, 1sl. och fornsv. litteratur med anslutning till
Steflens litteraturhistoria: forntiden och medeltiden. Liisning av valda skrifter av Ryd-
berg, Heidenstam m. (1. Deklamation och féredrag. Dispositionsovningar. Var tredic
vecka en uppsats, omvixlande i hemmet och Lirorummet. ([.jungstedt).

Tvska 2 t. Grammatik §§ 30—81. Ohquists lisebok avslutad. Oversittningsovningar
till tyska. Ett tema eller en reproduktionsovning var tredie vecka. (Iindvall).

FEngelska 2 t.  Grammatik. Av syntaxen verbet, adiektivet och ordisliden. Je-
persen-Rodhe 60 sidor. Tilliimpningsovningar. (Allander).

Latin 6 t. Sid. 3—=31 i Ponténs liisebok, Sid. 86—90 i Pontén II (prosa). Formliiran
samt behovliga delar av syntaxen. (Rignell).

Historia 3 t. Kulturhistorisk oversikt av forntidens och medeltidens svenska historia
samt kulturhistorisk oversikt av forntidens och medeltidens allmiinna historia. (Pira).



12

Geografi 2 t. Oversikt _av den allminna geografien; Rysslands! Tyska rikets, Stor-
brittaniens, IFrankrikes och Osterrike —Ungerns geografi. (Eklund).

Matematik 5 t. Algebra: repetition och utvidgning av det forut genomgéingna. Ut-
dragning av kvadratrotter ur siifertal och polynomer. Ekvationer av forsta graden med
en och flera obekanta {imte problem. Geometri: 16sning av planimetriska och rent geo
metriska uppgifter. Lindmans ldrobok repeterad. Var tredie vecka en uppsats, varav
tre pé lirorummet. (Henriksson).

Biologi 1 t. Fanerogamernas viktigaste organ, med hinsyn till bl. a. viktigare vixt-
familier; de viktigaste svenska vixtsamhiillena; exkursioner. (Romanus).

Fysike 2 t. Mekanikens viktigaste fenomen. Det allminnaste om solsystemet och
himlakropparna i évrigt, observationer. (Henriksson).

Reallinjen.

Kristendom 2 t. Lika med I ring L. (Higglund).

Modersmadlet 3 t. Lika med I ring L. (Ljungstedt).

7yska 2 t. Lika med I ring L. (Lindvall).

Engelska 3 t. Av syntaxen adjektivet, verbet och ordisliden. Jespersen-Rodhe av-
slutad (omkr. 65 sid). Oversiittningsovningar. LEtt tema eller en reproduktionsévning
var tredie vecka. (Allander).

Historia 3 t. Lika med I ring L. (Pira).

Geografi 2 t. Lika med I ring L. (Eklund).

Matematile 7 t. Lika med [ ring I.. Dessutom uttorligare teori for ritkning med
kvadratrotter. Sambandet mellan rotter och koeff. i en 2 grads ekv. samt 16sning av
enkla ekvationssystem av 2 graden med flera obekanta. De tvdl forsta kapitlen av
Josephsons plan geometri. (Nordstrom).

Biologi 1 t. Lika med I ring .. (Romanus).

Fysik 3 t. Mekanikens viktigaste fenomen. Det allmiinnaste om solsystemet och
himlakropparna i ovrigt. (Lisell).

Kenii 2 t. Metalloiderna till kol.  (Wikstrom).

2:a ringen.
Latinlinjen.
Nristendom 2 t. Reformationstidevarvets kyrkohistoria. Norbecks teologi: kap. 1 —5.
Bibelldsning: Romarebrevet och Galaterbrevet. (Higglund).

Modersmdlet 2 t. Iidsning av Steffen, Oversikt av Sv. Litt. I, med anslutning till
Steffens litteraturhistoria frdn 1526—1763. Dansk och norsk litteratur. Deklamation.
Dispositionsévningar. Var tredie vecka en uppsats omviixlande pd ldrorummet och i
hemmet. (Pira).
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Tvska 2 t. Ohquists lisebok avslutad. Frau Sorge, 68 sid. Var tredje vecka en

oversiittning eller en reproduktionsévning, diraf fyra pd lirorummet. Grammatiken av-
slutad. Oversittningsovningar till tyska. Talovningar. (Borgman).

Engelska 2 t. Syntaxen avslutad. Tilliimpningsovningar. Jespersen-Rodhe avslutad.
The Alhambra pabériad. (Minchmeyer).

Franska 4 t. Bodtger & Host del 1 80 sidor. (Miinchmeyer).

Latin 6 t. Pontén, lat. iorf. Il (prosa) s. 3-—4, 22—31, 55—69, 90—93. Pontén, lat.
iorf. T (prosa) s. 92—102, 104—107, (omkring 400 v). Grammatik: syntax: till koncessiva
satser. Repetition av formliaran. Ett tema var fiirde vecka, dirav 4 pd lirorummet.
(Lindblom).

Historia 3 t. Nyare tidens historia frin 1500—1715. Nordens historia frén 1520 till
1818. (Pira).

Geografi 1 t. Sveriges, ltaliens, Forenta Staternas, Kinas och Japans geometri.
(Henriksson).

Matematik 4 t. Liran om kvadratrotter avslutad. Ekvationer av andra och hogre
grad med en och flera obekanta jimte problem. Likformighetsliran. Ovningssatser.
Valda delar av planimetrin med problem. IEn uppsats var tredie vecka omvixlande i
hemmet och pa ldrorummet. (Wikstrom).

Biologi 2 t. Nagra for biologien viktiga kapitel ur org. kemin. Niénniskans anatomi
och fysiologi. Hilsolira. Nigot om mikroorganismerna. [imiférande framstillning av
djurens organsystem och embryologi pibériad. (Romanus).

Iysik 1t Virmelira.  (Wikstrom).

Reallinjen.

Kristendom 3 t. Lika med 1T ring L. (Higglund).

Modersmdlet 2 t. ILika med Il ring L. (Pira)

Tyska 2 t. Lika med Il ring L. (Borgman).

Franska 4 t. Lika med Il ring L. (Miinchmeyer).

Engelska 3 t. Syntaxen avslutad. Jespersen-Rodhe avslutad. The Alhambra 33 s-
Muntlica och skriftliea ovningar. Var tredie vecka ett tema, dirav 4 pd larorummet.
(Minchmeyer).

Historia 3 t. Lika med II ring L. (Pira).

Geografi 1 t. Lika med Il ring L. (Henriksson).

Matematik 6 t. Ekvationer av andra och hogre grad med en och flera obekanta
iiimte tillimpningar p& planimetrien. Anvindning av ritvinkliga koordinater for studium
av enkla tfunktioner. Likformighetsliran avslutad; sammaniattande kurs i planimetri.

Tiigonometriska beridkningar rorande plana figurer. Rotter, potenser och logaritmer.
En uppsats var tredie vecka, hvarav fem pé lirorummet. (Persson).
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Biologi 2 t. Minniskans anatomi och fysiologi. Hiilsolédra. Né’lgot om mikroorgi-
nismerna. Jdmforande framstilllning av djurrikets organografi och embryologi paborijad.
(Romanus).

Fvsik 2 t. Virmelira med meteorologi. kriv. laborationsovn. (Lisell).

Kemi 2 t. Metalloiderna och de litta metallerna. Laborationsdovningar. (Romanus).

3:e ringen.
Latinlinjen.
Kristendom 2 t. Nyare tidens kyrkohistoria. Norbecks teologi: kap. 7—11. Profet-
ismen, oversikt av Jesu liv och verksamhet. Bibelliisning: valda stycken. (Higglund).

Modersmdlet 3 t. Lisning i Steffen: oversikt av Sv. Litter. 11 o. [Il med anslutning
till Steffens litteraturhistoria frén 1763—1820. Dansk och norsk litteratur. Ovning i
muntlig framstillning: referat, féredrag, deklamation. Dispositionsovningar. Var {iirde
vecka en uppsats. (Pira).

Tyska 2 t. Peter Moors lFalirt.  Aus den Kreuzziigen. Kursiv lisning.  Grammatik:
syntaxen, repeterad. Skriftliga ovningar. Talévningar. En uppsats eller oversiittnings-
ovning var fiirde vecka. (Borgman).

Engelska 2 t. Sherlock Holmes avslutad (30 sid.). Eliza 40 sid. Kursiv lisning.
Skriftliga ovningar. Talovningar. (Allander).

Franska 4 t. Formliran fullstindigt genomgéingen. Bodtger & Host avslutad.
Sandeau, La roche aux mouettes. (omkr. 60 sid). Oversittningsovningar. (Minchmeyer).

Latin 6 t. Ceasar 10 sid. (forts. av {orra Arets lisning): Pontén, lat. 1orl. [T (prosa)
sid. 3—30, I (poesi) omkring 500 verser. Kursiv liisning. Syntaxen repeterad. Ett tema
rarannan vecka, darav 6 pi lirorummet. (Rignell).

Grekiska 7 t. Grekisk liasebok av A. Petersson st. 1—40, med skrivning av de
svenska styckena. Xenophons Anabasis I boken. Grammatik: Lolstedt-Sillén, formléiran,
ett och annat av syntaxen i anslutning till texten. (Lindblom).

Historia 3 t. Nyare tidens historia fran 1715 till 1848. Nordens historia frin 1718
till 1844. (Pira).

Matematik 4 t. Elkvationssystem av hogre gradtal. [Potenser och logaritmer. Pla-
nimetri. Trigonometri. Kurvkonstruktioner. Var tredie vecka en uppsats, varav fem pa
larorummet. (Lisell).

Fysilke 2 t.  Elektricitetslidran.  (PPersson).

Filosofisk propedevtik | t. Logik. (Pira).

Biologi 2 t. Jimférande framstillning av diurens organograli och embryologi. De
kryptogama vixterna. (Romanus).



Reallinjen.
Kristendom 2 t. Lika med III ring .. (Higglund).
Modersmudlet 3 t. Lika med Ul ring L. (Pira).
Tyska 2 t. lika med TII ring L. (Borgman).
Franska 4 t. Lika med I ring L. (Miinchmeyer).

Eugelska 2 t. Pain: Eliza; Jack London: White Fang. Var fjirde vecka ett tema,
didrav tre pé lirorummet. Muntliga och skriftliga évningar. (Lindvall.)

Historia 3 t. Lika med I ring L. (Pira).

Matematik € t. ‘Irigonometri. Stereometri. Aritmetiska och geometriska serier.
Sammansatt tinta. Nigra enkla funktioner och konstruktion av deras kurvor. Analytisk
geometri om rita linjer och cirkeln. Var tredie vecka en uppsats, varav 4 pa liro-
rummet. (Nordstréom).

Fysile 4 t. Magnetismen: elektricitetslidra; akustik; optiken paboriad. En ging varie
ménad fysikalisk uppsats, diirav 3 pd lirorummet. Friv. laborationsdévningar. (Lisell).

Kemi 2 t. * De tunga metallerna. Laborationsévningar. (Romanus).
Iilosofisk propedevisk 1 t. Lika med Ul ring L. (Pira).

Biologi 2 t. Lika med II rind L. (Romanus).

4:e ringen.
Latinlinjen.
Rristendom 2 t.  Allmin repetition av det forut genomgéingna. (Higglund).

Modersmdlet 3 t. Lisning i Steffen: Oversikt av Sv. Litt. II[, IV, V med anslutning
till Steffens litteraturhistoria samt valda stycken av Atterbom, Geijer, Tegnér, Almqvist,
v. Braun, Rydberg, Strindberg m. 1. Ovning i muntlig framstiillning: referat. deklama-
ticn, foredrag. Dispositionsévningar. Var fidrde vecka en utfoérligare uppsats, dirav tre
pd lirorummet. (Ljungstedt).

Tvska 2 t. Gustav Adolvs Page. Kursiv lisning. En uppsats eller ett tema var
fiiirde vecka. Grammatiken delvis repeterad. (Miinchmeyer).

Engelska 2 t. Historical Biographies Escott, England. Kursivlisning. Muntliga
och skriftliga 6vningar. (Borgman).

Franska 4 t. Explikation: La roche aux mouettes avslutad, delvis kursivt. Edstrom,
fransk lisebok I. Le petit chose. Grammatiken repeterad. Kursiv lidsning. (Minchmeyer).

Latin 6 t. Pontén (prosa): sid. 35—76, valda sénger av Horatius, efter PPontén,
idmte repetition. Kursiv lisning av Livius och Justinus. Ett tema varannan vecka;
diarav 5 pd larorummet. (Rignell).
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Grekiska 7 t. Xenophons. Anabasis (Dalsjo) Il boken: Platons dialog Kriton; Homers
Odyssé, \T boken. Grammatik: Formliran repeterad; det viktigaste av syntaxen.
(Lindblom).

Historia 3 t. Nyare tidens allmiinna historia frin 1815, Nordens historia frin 1844,
Allmin repetition. Det viktigaste av Sveriges m. . linders statskunskap. (Pira).

Matematik 5 t. Serier och riinteriikning. Stereometri. Maxima och minima. Prob-
lemlésning och repetition. Var tredje vecka en matematisk uppsats, dirav fyra pa liro-
rummet. (Nordstrom).

Fysile 2 t. Akustik och optik. Allmin repetiton. (Persson).
Filosofisk propedevtik 1 t. Psykologi och logik. (Pira).

L 4
Biolog: B-linjen 1 t. Vixtiysiologi och viixtanatomi. Sammanfattande repetition.
(Romanus).

Reallinjen.

Kristendom 2 t. Lika med IV ring L. (Higglund).

Modersmadlet 3 t, Lika med } ring L. (Ljungstedt).

Tvska 2 t. Lika med IV ring L. (Minchmeyer).

Engelska 4 t. Sam. Titmarch avslutad, Travels and Explorations Escott, England.
Grammatik, tillimpningsovningar. Var fidirde vecka ett tema, dirav tre p& larorummet.
Muntliga 6vningar. (Borgman).

Franska 4 t. Lika med [V ring L. (Munchmeyer).

Historia 3 t. Lika med IV ring L. (Pira).

Matematik 6 t. Anal. geometri: om rit linje, cirkel, ellips, hyperbel och parabel.
Sammansatt rinta. Funktionslira och kurvkonstrulktioner. Repetition och problemlos-
ning. Ett tema var tredje vecka, didrav fyra pd lirorummet. (Persson).

Biologi 1 t. Lika med IV ring L. (Romanus).

Fysik 3 t. Optik. Dynamik. Sammantattande repetition. En uppsats var f{drde
vecka, dirav tvd p& larorummet. (Lisell).

Kemi 2 t. Repetition av hela kursen i kemi. Mineralogi och bergartslira. (Romanus).

Fllosofisk propedevtrk | t. Lika med IV ring L. (Pira).



3.

ndervisningstiad 1 kle a 2 timmar och i y 2
Und stid 1 klassen 1 2t hitltb?2

Vilskrivning.

2 b 2 timmar, 3 a 1 timme i veckan.
Vid undervisningen har i klasserna 1 och 2
I klass 3 har skrivits i enkellinierade skrivbocker, diiriimte ha de mera forsigkomna lir-
jungarne i denna klass skrivit rundskrift.

6.

Uppgift & ovningstider och antalet ¢vningstimmar for sirskilda avdelningar.

timmar, i 2 a 2 timmar och i

anvints Filip Holmgqvists skrivkurser.

Teckning.

Dag och timme

i
Linje, klass och Summa |
av i al . ti ¢ - |
wvdelningau Méndag | Tisdag | Onsdag | Torsdag | Fredag | Loérdag rmma “
Realskolan.
La., ... - 8—8.45 — - — 1
Vb - 12—12.45 — — — 1
2a 12.55-1.40 - — — 1
2bo - — 8—8.45 : - 1
3a — — 8—8.45 - 12—12.45 — 2
3bo 12 —12.45 - - - — 8.55-9.4¢ 2
da. — —- - 12.55-1.40 - 12—12.45 2
4b — — 8.55-9.40 8—8.45 — 2
Sa l.60 2.35 - — — — 1.50-2.35 2
Sbo —- 1.50-2.35 - 8.55-9.40 — 2
G — — 1.50-2.35 - — 8--8.45 2
Gymnasium.
| ring real| 8.55-9.40 - — — - 12.55-1.40 2
, latin
I, latin| — 2.45:3.30 | 1.50-2.35 — — 2
Ir , vreal
I, latin} 2.45-3.30 [ 8.55-9.40 — — — — 2
nr , real
IV, latinp 8 8S.45 — — — — 9.50-10.35 2
IV real
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Genomkomna kurser och anvdnda undervisningsmedel inom

de olika avdelningarna.

Frihandsteckning:

Klassen 1.

&}

Il

Ovning av rita och buktiga linjers tecknande pi fritt papper dels efter enkla
foremél, dels efter forteckning & krittavlan, hemuppgifter sdsom tilliimpnin-
gar. Minnesteckning.

Teckning och firgliggning av viixtblad och enkla foremél. Penselteckning.
Hemuppgifter. Minnesteckninv.

Konturteckning och firgliggning av enkla foremdl och viixtblad. Teckning
efter uppstoppade faglar, fjarilar. Hemuppgifter. Minnesteckning. Kompo-
sition av enkla monster.

Konturteckning efter naturforemal och levande viixter i enkel firgliggning.
Teckning av figlar. Minnesteckning. Komposition av enkla monster.
Fortsiittning av foreglende jimte perspektivisk teckning och skuggning av
klots och foremdl. Teckning efter uppstoppade tiglar. Minnesteckning.
och T ring. Klots och andra féremdl i {ritt perspektiv, skuggning. NAagot
akvarellmilning. Pennteckning i tusch (jimte lavering i klass 6).

ring. Teckning i perspektiv och skuggning av vaser och andra féremdl samt
gipsornament i olika stilarter. Lavering. Minnesteckningar. Alkvarellmélning.
och IV. Teckning och skuggning med krita efter foremal, svirare gipser

och figurdelar, ovningar i tirg med krita samt akvarell.

Degsutom hava av mera forsigkomna utiorts 6vningar i pastell och akvarell efter
levande viixter, frukter, figlar o. d.

Linjarritning cfter P. Henriques lirobok.

Klassen 4.

o
" 5.

geometriska konstruktionsévningar.
(Geometriska konstruktionsovningar, f6rsta grunderna av projektionsliran:
t. o. m. plana kroppars utbredning. Kroki-ritning.

I ring Projektioner av solida kroppar, deras skiirningar och utbredningar till

och med pl. XIL

Projektionslirans grunder. Linjers verkliga storlek. Ytutbredning av
plansidiga foremdl. Kroki-ritning. Materialbeteckning.

Fortsiittning av  foregfende {imte uppmiitning och ritning av verktyg,
maskindelar o. dyl. :

Skuggkonstruktioner.

Avslutat indirekta perspektiven. Flera lirjungar hava ritat direkt perspektiv.

Sang och instrumentalmusik.

a) Sang och musikens teori (5 timmar i veckan).

Sdugavdelningarna hava varit tre. De hava halt évningar f6ljande dagar, nimligen
singklassen 1 onsdagar 5—6 e. m., II torsdagar 4.30—5.30 e. m., Il tisdagar 4.0 —5.30 och
fredagar 4.30—5.30 e. m. ~Oberoende av indelningen i singklasser hava lirjungarne i de
fem ligsta klasserna gemensamt ovats i koralsdng méndagar 5—6 e. m.

Inom de siirskilda sngavdelningarna hava kurser och dvningar varit i6liande, nimligen:

inom I och II skalor, tontrifining, unison- och koralsdng samt musikens teori;

III musikens teori, tontriifining, en- och tvastimmiga singer samt kvartettsdng, var-
vid huvudsakligen Nya normalsdngboken och Svenska Skolkvartetten begagnats.
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b) Instrumentalmusik (10 timmar i veckan).

Ovningsiider mdndagar 4—5 och 6—7 e.m., tisdagar 5.30—6.30 e. m., onsdagar 4—5
€. m,, torsdagar 5.30—7 e. m., fredagar 5.30—7 e. m. och lérdagar 4—7 e. m.

Undervisningsmateriel: L. HENNES piauoskola, Violinkvartetter och trio- samt solo
t6r violiny HENNINGS violinskola samt MICAHAELIS Contrabasskola, KAYYERS etuder
m. m. samt f6r orgel Lunds preludier och orgelskola av Lindstrom.

9. Gymnastiska ooh militira ovningar.

a) Gymmnastik och vapenovningar 1915.

l:o. 1 gymnastik- och filtovningarna hava deltagit.

I gymnastikévningarna

under vdrterminen 271 larjungar i realskolan och 102 i ringarne samt under kgsttermiinen
285 lirjungar i realskolan och 82 i ringarne.

I fdltévningarna
under vdrterminen 71 och under hdostterminen 71 lariungar i I—Ill ringarne.

Lirjungarna hava under Aret varit indelade i fyra gymnastikavdelningar och tva
fialtavdelningar. Fordelningen pa gymnastikavdelningarna hav varit beroende aVv indel-
ningen i lidsklasser. Klasserna 1—6 hava fordelats pd de tre ligsta och ringarne pi den
hogsta avdelningen. Grunden f6r ldrjungarnes indelning p& de enligt ovan nimnda for-
delning sammansatta gymnastikavdelningarna har varit alder, kroppsutveckling, hilsetill-
stand, anlag och firdighet.

De olika gymnastikavdelningarna hava varit indelade i rotar efter sist nimnda indel-
ningsgrund. Avdelningarna hava under bada terminerna bestitt av 4 4 6 rotar. Lir-
jungarne i I ringen hava bildat [ filtavdelningen och II—III ringen II fdltavdelningen.

Lirjungeantalet i gymnastikavdelningarna har varit:
Den 1 Febr. 1915.

oL avd. 62
1 S 1 TSRO 102
1S 1 1 SRS 105
i IV 104

Hela antalet 373

Den 15 sept. 1915.

LoTavd. o
I PP PR 100
I L PRSP 104
Y 82

Hela antalet 367



Nedanstdende tabell visar antalet lirjungar, som icke deltagit i gymnastik och fakt
ning, dvensom antalet av dem, vilka pa grund av svagare kroppsutveckling och hiilso
tillstind erhdllit sirskilda for dem avpassade ovningar jimte orsakerna till befrielsen
eller hinvisningen till siirskild avdelning.

1 L2 3|45 t6 7] 8]o]wo|1t]ii2]13|14]15]16
NI o
Sjukdomar 0
— -z =
2| - - = Z| =|83| = z g = | v |[EE
i = = x| 5o - a8 = = a
Tekrlmnn och 2? 2 Q%Qg o2loZ|og g_.g_; ; é: 3 w ° s 5%
asser B2lE B2 |52|5c|2%|28|2 |2 |e |2 (2|5 BE
ST % |ER|ls2|zizallo (B2a| o » = = = 2
| F 2|23 |27 |ag |2 > |5 | & |5 o 3
=S| o |= = =5 |= ~0Q 15e = ] o » = =
S o 3 SITE|ITEI T s|ler |2 | =9 2
gla | 3| % | SIZ3| & 5 | 2 2
o g P |2= ! - 2 o
|
Varterminen 1915 i
Icke deltagande: |
klass [—6...cccovvueeinnnnnn. — | - 21 —1 — | = 1] — 1) — | — 4 = 41273
ringarne ..................... - === = =] = = = =1 -] — ‘ — | — | 104
Summn’—‘—' 2*— —’— 1' — 1' —‘-' JH— 4\377
Hénvisade till svagav-
delning eller svagrote:
klass 1~6..........eeeeeien, - == = = = =] = = = —| = - =] —
ringarne .............. s - = = = = = = = = == =l =] = -
et e e e e e R e
I Hostierminen 1915 I |
: Icke deltagande: !
'klass 1-6 — | — 3] —| — 1 — 2 | 1| —| — 7 — 71292
| ringarne — | = 2 21 —| — | — 1 - - — 5 — 5| 87
' Summa | — | — >] 2!—‘— 9 2‘ 1'-]-—!12H—]12 379 |
|
Hinvisade till svagav-
delning eller svagrote:
klass 1—6....ccccieieiinnnne - = = = === = = == =) = =1 =
FINGATNE .vveveeeneernnannnn, - = = -] = = = = = = = - - =] —
i |
r s = | =1 = = [ == 1=~ === =T -T-1=
| .
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For de kroppsligt svaga lirjungarna hava ovningarna varit s& anordnade, att dessa
lirjungar erhéllit lindrigare rorelser dn de ovriga inom gymnastikavdelningen, roreiser
lampade efter vars och ens dkomma och hilsotillstdnd. [ regel har en dagoévning for
dessa svaga innehdllit rorelser af alla slag utom vid sjukdom i cirkulationsorganen, da
rorelsevarv, uppiagande hijdrteverksamheten, uteslutits.

2:0. Med undantag av tiden irn den 1 Maj till varterminens slut for I'V ringen har
&t pedagogisk gymnastik under Aret egnats i medeltal 2!/, timme i veckan for varie
lirjunge.

Lekar hava forsiggltt dels i gymnastiksalen. dels huvudsakligen i det iria med i
medeltal, for liarjunge riknat, '/, timme i veckan.

At fiktning har ignats 2 timmar i veckan for varje ring.

Tiderna for gymnastik och fiktovningarna hava under b&da timmarna varit sdlunda
fordelade.

Gymnastik:

under bdda terminerna.

I avd. dagligen kl. 11.e0—11.50 [. m.
Ir , fiyra dagar i veckan , 9.50—10.35
1, y " i, »  2.45—3.30 e. m.
wv ., " " i, » 12—12.45

Féaktning:

under bdda ternunerna.

I avd. tisdagar och fredagar kl. 2.45—3.30 e. m.
II , méndagar och onsdagar ., 12—12.45

Under bida terminerna har uteslutande ovats Horettfiiktning.
3:0. Bitrddande gymnastiklarare har icke varit anstdlld vid laroverket.
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B. Léararne.

10. Lirarnes tjdnstedligganden under hostterminen 1915.
Rektor C. A. HAGGLUND, krist. 8 t. (I--IV), 2 t. (6), 2 t. (3 D), 2
to(d D)
Forriattat morgonbon alla dagar.

Lektor E. MUNCHMEYER, tyska 2 t. (IV), franska 4 t. (I1), 4 t. (I11),
4t (IV), eng. 5t ().
De tyska skripta i IV, de engelska i Il R; klassiorest. i IV L.

Lektor L. LISELL, mat. 4 t. (Il L), fys. 12 t. (I R—IV R), labora-
tioner L t. (I R), 1 t. (LI R) .. ... . ... ... . ...
De matematiska skripta III L, de fysikaliska i [II R och IV R.
Klasstorest. i I R.

Lektor A. ROMANUS, biol. 8 t. ({—IV), kemi 6 t. (II—=IV), 4 t. (3),
laborationer 1 t. (Il R), 1 t. (Il Ry, 4 t. 5y ...... ...
Granskat lirjungarnas herbarier & gymnasiet. Klassiorest.
i1l R.

Lektor K. PIRA, mod. 2 t. (II); 3 t. (IlI), hist. {2 t. (I—1V, filosof

2t (=)
De svenska skripta i 1l och Ill. Klassforest. i Il L.

Lektor . G. PERSSON, mat. 6 t. (IV R), 6 t. (Il R), 5t. (4 a), fysik
26 (IVL), 2t (ILL).o
De matematiska skripta i IV R och Il R; klassiorest. i I\" R.

Lektor A. T. LINDBLOM, latin 6 t. (i), grek. 14 t. (I1I—IV)
De latinska skripta i ll; klasstorest. i Il L.

Adjunkt A. NORDSTROM, mat. 6 t. (Ill R), 5 t. (IV L), 7 t. (I R),
fysik 2 t. (6), laborationer 1 t. (6)......................ooviiinn oo
De matematiska skripta i I\ L., Il R och I R; klassforest.
il R.

Adjunkt H. FAHLANDER, mat. 3 t. (6), biol. 20 t. (1—6) ............
Granskat larjungarnes herbarier i realskolan; klassforest. i 6.

Adjunkt J. A. EKLUND, mod. 3 t. (5 b), hist. och geogr. 20 t. (3,
4 b och 5 b), geogr. 2 t. (I)
Klassforest. i 5 b.

Adjunkt A. BORGMAN, tyska 2 t. (II), 2 t. (Ib, 3 t. (6), franska 2,

t. (5), eng. 6 t. (IV), 5 t. (4 b) ...
De tyska skripta i Ill och Il och 6, de engelska i IV R;
Klassiorest. i 4 b.

Adjunkt K. LJUNGSTEDT, mod. 3 t. (I\V), 3 t. (), hist. och geogr.
5t (5a), 10t (2), hist. 4 t. (6)............ ...
De svenska skripta i | och IV klassforest. i 2 b.

14 t.

19

18

19

20

i veckan.
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Adjunkt F. RIGNELL, latin 18 t. (I, 111, IV), hist. och geogr. 4 t. (1 a). S:a 22 t. i veckan.
De latinska skripta i Il och IV.

Adjunkt J. A. SUNDSTROM, krist. 18 t. (1—3), 2 t. (4 a), 2t. (3a),

geogr. 2 t. (4 a), Mod. 3 €. (6). ..., L2,
Adjunkt E. ALLANDER, mod. och tyska 7 t. (5 a), eng. 5 t. (5 a),
Sto(wa,dt (D)2t IITL). ... ... w24 "

De svenska skripta i 5 a, de tyska i 5 a, de eng. i I R.
Klassiorest. i 5 a.

Adiunkt J. DANELL, mod. och tyska 8 t. (4 a), 11 t. (1 a), hist. 3
t' (4 a’)! geogl'. 2 t (6)' ................................................ " 24 "
De svenska och tyska skripta i 4 a, klassiforest. i 4 a.

v. adjunkt S. PAHLBERG, mod. och tyska 23 t. (2 b o. 3 b), eng.
4t (6) ........................................................................ " »
De engelska skripta i 6, klassiorest. i 3 b.

1o
N

v. adjunkt S. J. Gyzander mod. och tyska 23 t. (1 b och 3 a), hist
och geogr 4 t. (L D). ... »
Klassforest. i 3 a.

12
N

Extralirare F. DAHLBERG, mod. och tyska 8 t. (4 b), franska 2t
(6), mat. 5 t. (4 b), 5t 3a),4t la) ... L, 24 "
De svenska och tyska skripta i 4 b, klassiorest. 1 1 a.

Extralirare C. A. WIKSTROM, mat. 17 t. (5 a, 2 a, 1 b och II L),
fysik 1 t. I L), 2 t. (4Db), 1 t. (5 a), laborationer 2 t. (4 b),
kemi 2 t. (I), 1 € (6). .. ... n 26 »
De matem. skripta i II L; klassforest. i 1 b.

Extralidrare O. A. HENRIKSSON, mat. 3 t. (I L), 14 t. 5D
2 b), fysik 1 t. (5 b), 2 t. (4 a), laborationer 2 t. (4 a), .
(I'L), geogr. 1 t. (I). .. ... . »
De matematiska skripta i I L; klassforest. i I L.

o
~I

Extraldrare O. LINDVALL, mod. och tyska 11 t. (2 a), tyska och
eng. 9t. (3 D), eng. 2 t. (I R), tyska 2 t. (I). ................ w 24 »
De svenska skripta i 2 a, de tyska i I och 5 b, de engelska
i I R; klassiorest. i 2 a.

Musikliarare C. A. HYLTEN, musikens teori och sing 5 t., instru-
mentalmusik 10 t. ... w 13 "

Gymnastikldraren H. CRONSTEDT, gymnastik 16 t. (6 halvtimmar , 20 "
och 12 trekvartstimmar), vapenévningar 4 t.

Teckningslidraren D. CEDERBERG, teckning 26 t. vilskrivn. 6 t.... , 32 "

Bitradande teckningslirarinnan H. OLSSON, vilskrivning.. .. ...... ... I "
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I1. Tianstledighet har under liséret dtnjutits av gymnastikliraren H. Cronstedt 26
augusti—6 oktober pd grund av militirisk tiinstgoéring;

ai adjunkten C. A. Ekstrém 12 januari—6 juni for att fortsiitta sin tidinstgoring vid
Upsala hogre allm. liroverk;

af adjunkten E. G. Neuman 12 januari—6 juni for att fortsitta sin tiiinstgoéring vid
liiroverk i Stockholm.

12. Loitnant D. 1. Hallberg har vikarierat for tiinstledige gymnastikliraren H. Cron-
stedt 26 augusti —15 september och 1ojtnant S. von Schoting har vikarierat for tiéinstle-
dige gymnastikldararen H. Cronstedt 16 september—6 oktober;

filosofic magister S. J. Gyzander, som hela hostterminen uppehdllit en ledig adjunkts
befattning, har under varterminen 12 januari—6 juni vikarierat for tidinstledige adjunikt
E. G. Neuman;

lilosofie magister S, ]J. H. Pahlberg, som hela hostterminen uppehdllit en ledig adjunkts-
befattning, har under virterminen 12 januari—6 juni vikarierat ior tjinstledige adjunkt
C A. Ekstrom;

den till adjunkt vid liroverk i Malmo utndmnde adjunkt E. Allander har under tiden
l mars—6 juni uppehallit en ledig adjunktsbefattning.

13. Inom den ordinarie ldrarepersonalen hava fiéliande f6rindringar intridt under
tiden I maj 1915--30 april 1916:

adjunkten D. A. Nystrom, som frdn och med den 1 maj 1898 varit adjunkt vid liro-
verket, avgick med pension den 1 juli 1915;

adjunkten B. A. Finell, som 1! maj 1893 blev adjunkt vid ldroverket, avgick med
pension den 1 augusti 1915;

adjunkten E. Allander, som frin 1 maj 1911 varit adjunkt vid ldroverket, har fran
och med 1 mars 1916 blivit transporterad till adjunkt vid vestra realldroverket i Goteborg.

Till dessa tre avgfingne lidrare hembiires hidrmed ett varmt tack for det arbete, som
de var och en pd sin plats presterat under sin tjénstgoringstid.

Till adjunkt i matematik, fysik och kemi har frdn och med 1 januari 1916 av kungl.
maj:t utnimts filosotie magister C. A. Ekstrom.

Carl Adolf Ekstréom foddes i Mariestad den 28 juli 1886. IForiildrar: Murarmistaren
Hilmer Ekstrom och hans hustru, Beda Larsson. Avlade mogenhetsexamen vid Skara
h. allm. liroverk den 29 maj 19053. Inskrevs som student vid Upsala universitet den 26
januari 1906. Avlade dirstiides filosofisk dmbetsexamen den 30 maj 1911. Genomgick
provarskurs vid Upsala h. allm. liroverk ldsaret 1914--1915. Tidnstgiorde vid Avesta
kommunala mellanskola som extraldrare ldsdret 1911—1912, vid Visterds h. allm. ldro-
verk som extralirare lisAren 1912 —1913 och 1913—1914 samt vid Upsala h. allm. lirvo-
verk dels som partiellt vik. adjunkt under tiden 19 april-—vdarterminens slut 1915 och dels
som vik. adjunkt ldséret 1915—1916. Utnimndes till adjunkt i matematik, fysik och kemi
vid h. allm. liroverket i Ostersund den 31 dec. 1915.

Till adjunkt i modersméilet och tyska fradn | januari 1916 har av kungl. maj:t blivit
utndmnd filosofie licentiat E. G. Neuman.

Erik Gustav Neuman, f6dd i Skara den 12 jan. 1883. Forildrar: Rektor Carl Julius
Neuman och Mirta Sofia Vilhelmina Zengerlein.

Avlade mogenhetsexamen vid Goteborgs h. allm. latinliroverk 1901. Avladz vid
Uppsala universitet fil. kandidatexamen jan. 1905 och fil. licentiatexamen mars 1910.
[*orste kurator i Vistgota nation vAren 1912. Genomgick provarskurs vid Uppsala h.
allm. liaroverk hostt. 1912—véart. 1913 i dmnena modersmadlet, tyska och engelska. Tiinst-
giort vid Uppsala enskilda ldaroverk och privatgymnasium lisiren 1910—1911, 1911—1912,
1912—1913 samt sisom extralirare vid Hogre realldroverket pd Norrmalm i Stockholm
lisdren 1913—1914, 1914—1915, 1915—1916. Utnamnd till adjunkt vid Ostersunds hogre
allm. ldaroverk den 31 december 1915.

Utgiven skrift: Till frigan om vokalbalansen a: 4 i fornsvenskan.

14. Den 1 maj 1916 var en adjunktsbefattning ledig.



C. LARJUNGARNE.

15. De nirvarande liriungarne i de sirskilda klasserna.

a) Hostterminen 1915.

b) Varterminen 1916.

[Nl
(@]}

( Gymnasium
Kl Real- Latinlinjen S
asser skolan Re?l- —_—utan l ed umma
linjen |————
grekiska

Realskolan.

| SR 62 — — | — 62
2 35 | — — — 55
3. 67Y — — — 67
4o 501 | — | — | — | Al
S 44 — — — 44
6 ... 3| — | — | — 13
Gymnasium.

I ring .| — s 11 — 29
I ring .| — | 10% 15% — 25
I ring ...| — 8 4 4 16
IV ring .| — 9 4 4 17

Summa | 292 | 45| 34| 8| 379

1 Dessutom 1 franvarande.
2

»

'J) »

1

»

>

Gymnasium
K Real. | [ Latinlinjen |
nlasser skolan ]Refil_ utan | med umma
nen grekiska

Realskolan.

| 60 | — — | — 60
2 39 — — — 59
3o 68 | - — | - 68
4 48 — — — 48
S . 46 — — - 46
6 .. 3 — — — 13
Gymnasium.

I ring .| — 17 11 — 28
Il ring ... ) 11 17 | — 28
I ring ...| -— 9 4 4 17
IV ring .| -- 10 4 4 18

Summa | 294 | 47 | 36 | 8| 385 |
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19. Antal i teckning, i musik samt i. gymnastik och militiirovningar undervisade lir-
jungar hosterminen 1915.

| o

. . Gymnastik- och

Teckning Musik m);litéir'dvningar

o .. .|| Larjungar, som | Larjungar, som
Avdelningar och Nirvarande Lérjungar. som deltagit 1)} “yndervisats i deltagit i
linjer larjungar o |2%z= 2 z = 58 | %
S |72RZ| 55§ gz - 2 3 Z e
T |RsF7T = S = 2z ol
Lo 62 62 — 61 15 61 —
U 35 35 — — 34 14 34 —
S 67 67 — — 29 11 6d —
Ao o1 o1 — — 3 10 49 —
O 44 44 — — 0 6 43 —
6 13 13 — — 0 0 13 13
1 ring IR ... 18 18 — - 0 2 14 ] 29

rmg ... 'L ............ 11 11 _ . 1 . 11 I

0 i IR ... 10 10 — — 0 1 9 || 25
g . ................. o 15 15 - . | o 15 || o
I ring IR ... S S — — 1 —- 7 15
OI ring .................. o 3 5 . _ ) _ s || 15
IV ring IR ... 9 o) — — 1 — 9 I ¢
Voring R 4 I i N Rl AN T
Realskolan .. ... ... 292 292 — — 127 36 285 —
R.... 43| 41 — — ] 3 40 —
Gymnastik ... .. S7(L ...... 21 28 — — 2 — 42 _
Summal| 379 |36t | — | — | 132 | 59 || 367 | 98
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20. Det antal dmnen, vari hemliaxor blivit for varje dag larjungarna foresatta och
det antal timmar i veckan, som hemarbetena i allménhet upptagit {61 larjungar av medel-

méattiga anlag.

. . . . Hela antalet tim-
Kiass Antal dmnen | L0 B O A iiga e | mar, som av hem-
dagligen lasning i hemmet | arbeten i veckan arbetet i varje
vecka upptagits
1o 0—3 4 — 4
. 0—4 6 — 6
3 24 8 — 8
4o 1—5 9 1 11
S 2—-4 12 2 14
6 4-5 16 3 19
Tring Ro.............. 3—5 15 3 18
oy Lo 3—5 15 3 18
o, R 4--5 15 4 19
e =5 15 5 20 |
bar o, R 4—4 16 5 24
I, Lo 4-5 19 5 24
N RO 3-5 24 5 29 !
Vo Lo 3-5 24 5 20 ]
Anm. Genom manadsloven har hemarbetet ej obetydligt f6rminskats f6r kl. 4—6

och ringarne I—IV.



(]
(03]

21

iran Ostersunds hoégre allminna liroverk 6ver lirjungarnas kroppsutveckling och allméinna
hilsotillstind samt Over antalet niirsynta och dova.

Tabellarisk uppgift

a) Varterminen 1915,

1 2 [ 31 6 | 7 | 8 |l o [0 [ 1 | 1213
— = c | =5 g Nérsynthetsgrad —
Zs | 2 |25 |25.|5E " 29 |28
Klass S22 % |lza é:g_mg %gg wS ! [ ]eo g 22
n = r:': 9, o : 4 U 5— D s 5 S ﬁ
L R N N e
Lo e, 54 - — e | — | = | — ‘ — —
2.t e, 57 — — 2 T - — 1 - —
S PP 60 — 1 2 3 — — | = —
e 49 — 1 1 — — — — — —
S TP 46 —- — T — — -- — } — —
PP PIORPITRN | 17 — — 1 — — — — — —
lista ringen ............... 32 — 1 2 1 — — — — —
2dra > L 21 — — 1 O — — — —
3.dje P e 19 — — — — — — — —
4:.de D reeeiieenns | 33 — — — — ’ — — — — —
Summa || 388 | — I 3 7] 8 7 = | = — I —= —
a) Hoéstterminen 1915.
7 1 2 6 7 s o | 10 | 1l 12 | 13
= | =7 & Narsynthetsgrad = -
Klass e | EZEER|E52| S [ |2 (€5 |52
ar]ung_ar = :D 56 S g_rv :» U % =)} U é % z o in
2|7z 2 - S ' E
1o ' 62 — 6 — 2 — — 2 —
2RO i 35 — — — — — — — —
3 e j 67 — 2 1 4 — — 4 —
b i 51 — 3 1 4 1 D —
B et ’ 44 — 1 - 3 1 - 4 1%)
O e ! 13 — — — — - — — —
lista ringen ...oooceeiiiieiiiennnns | 29 — — — 6 1 — 7 —
2idra > L | 25 — 1 — 3 — — 3 —
3:dje D e, 16 — — -- 4 — — 4 -
4:de LI PO 17 — — — 2 — | = 2 —
Summa || 379 1 — w2 hoes o3 | — | 31| 1

m dovhet.




B. Uppgift & antal sjuka och sjukdomar bland lirjungarne.

a) Varterminen 1915.

b) Hostterminen 1915.

1 (23] 4]5]6

58| = el @

=22 Su = =
Sjukdomar EE

RE|R7 F| %
Difteri co.oooeviiiiieienn. — 1| 1| 23| —
Missling ........ R — 11 1] 13| —
"Roda hund’............... —- || 57 | 57 | 242| —
Passjuka....ccoeeveeeenn.nn. — 11 3| —
Influensa .................... — || 39 | 41 | 242| —
Epidem. hjirnfeber...... — 111 4 1
Luftrorskatarr ............ — 112 | 14| 66| —
"Lungspetskatarr” ...... — 1] 1| 57| —
[Lungsicksinflammation| — 21 21160 —
Halsfluss.......ooeevennnene. — |{ 34 | 40 | 143| —
Magkattarr ............... — 1| 1] 23] —
Diarré ..ol — 4 4 13| —
Gulsot ceeeiviiiiiiiiienin, — 1] 1| 74 —
"Nagplagor” ............... — 81 9| 24 —
"Aggvitesjukdom” ...... — 20 2| 21 —
"IKnolros” oo — 1] 1 3 —
Eczem ..ol — 1|1 6 —
"Hudsjukdom' ............ — 1] 1 2| —
"Orvark” — 21 2] 11 —
"Ogonsjukdom™ ......... — 21 2 6] —
Ledvrickning....... ORI — 4| 4| 19 —
"Benskada’ ............... — 1 1 3| —
"Knédskada” ............... — 1 1 2! —
Tandviark ........c........ — 21 2 T —

’%ngbold .................. — 111 3

"Ondt i rygg” ...oo.neeen — 20 2 5
"Ondt i fot” .......coce.eee — 1)1 6| —

"Forstriackning” ......... — 1, 1 2
"Huvudvark™............... — 9111 | 3i| —
"Feber” .....ooiiiiiii. — 120423} 79 —
"Forkylning™............... — || 54 | 60 | 188} —
Ej angiven sjukdom ...1387 5| 6 37 —
Summa 1388 ||273 296 |1518| 1

! I2H3|4l5|6|
Eg o 2 £
nle - ES 531 g,"; = E%
Sjukdomar EH %% :g g g
—‘% = 3 2
Vattenkoppor ............ — 1] 113} —
Passjuka.............col — || 38| 38 [229 | -
Influensa............... ... — |13 |13 |56 | —
Difteri cooeviiiiiiiieeiennn — 4| 4|67 —
Skrofier ..oocveeveviiienennes — 1] 119 —
"Gomforlamning” ...... — 1{ 1] 6| —
Nervsvaghet ........o.o.... -— 1] 1|33 —
"Orviark” — 1] 1] 2| —
"Ogonsjukdom” ......... — 21 2 5| —
T_uftrorskatarr ............ — - 3| 3|17 | —
[Halsfluss........coiiennnnen. — 212179 —
Blindtarmsinflam. ...... — 1 130 —
"NMagplagor” ..o — || 12|12 |32} —
PKeARNING” oo — 1] 1] 2
Njurinflammation......... — 2| 2|78 | —
Blaskatarr .......c.ooeenee. — 1 1116 | —
Eczem oooivieeiiien, — 1 1 3| —
INnolros .ovevvvviveereeneenns — 1 111 —
Benbrott .....cocooiiiinn .. — 1 131 ) —
Senstrickning .. ... — 1] 1] 2] —
Tandviark ........c.ooceoen. — 911029 | —
"Ytire skada” ............ — 2| 213 | —
"Forkylning” ..o — || 81| 33 |127 | —
"Huvudviark” ..o — 11 (12|30 | —
"Teber” L 379 3| 420 | —

Summa

379 ||161 [168 (950 |

Ostersund den 21 Dec. 1915,

Axel Haggqyvist.

Liroverkets liikare.
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22 a. Antal inom ldroverket fiyttade lirjungar kalenderdret i913.

3045 6|7 8]ofw|]i2]13]14]15]16

) Tillhérde vart. klass 2 och flyttades vid dess slut

till kL. 3.

) Dessutom 1 franv. (sjukdom) erhsll inga betvg.

2
3 >

" " ( “ ! M " AR}
) Tillhorde kl. 6 vart. 1915 och avlade realskoleexamen.

4
5
) " “ " "

i 2 |
< Z o . - - . -
T Véarterminen 1915 Hostterminen 19135

;—"g,é Larjungar, som vid vérterminens || Larjungar, som vid hosterminens

Avdelninear och 3 Y slut flyttats till avdelningen borjan flyttats till avdelningen
ning EX g | : -

11 2 21 efter att hava tillhért ndrmast ligre | fter att hava tillhdrt nirmast 13 =

linjer B 22 || aerning av samina nje oliande | - || avoelning av samoa Hnje foljande | =

= 503 antal terminer = autal terminer z

o] 5 | = 5| =

s<| O 1 2 3 | 4 |eter| 5 0 1 2 3 4 eller| =

=% flere | & flere| 7

e . 53 - =1 = | = - === === — 1 —
e, 6Y) — 313 | = 2| =|=l—=-11 7 2 = =
3 e, 59 — 1] 32 | — 6| — | — - | — T — 1| — | —
4o 49 — 3B | = 2| ==y 1 3| —1—=1—1|—=
D 46 ~ | =180 - 4| —|—=l—=11 5 1) 1| — | —
B e 17 — | — 81— 1| —-]—=J =11 2| — | — | — | =
TR e, 9= =11 ||| =l=|=] 2|=|=]=11y
T L o 21 — | - 4 | —1 2| ==l =1|— 3| — | —|— |19
TR 109 | — 1 — 4 | — 1| - =l =1 - 3|1 - ===
I i O = =] 9| =] 2l = =l=1=] 2|=]=]~-1=
IR 11 — | — 6 |—|—| ==l —1|—= 2| — | —| = —
LB i, 4 — | = 4 | — | — - | === === —
I LA . 4 — | = I e e e e | P R R
IVR i, 17 - | — 7| — — == - 1| -1 ——-1-
IVLB (. 8§ — | — 4 | — | —| = | = T B I I
IVIA .. 8 — | — 4 | — = =|==]=]=]—=1=|=|-=
Realskolan .......... .ccco... ost I — | alms [ =[]~ 1] a]2a] 1] a]-]=
Realgymn. .....ccooooeiiiiin 47 [l —| = |32 | =] 3| = | — || —|— § | —| 1| —] 1
Latingymn. ........cccoooon... [T — 2T - == = - Tl =11 =11
Summa | 382 | — ! a9t | — 22 —| = 1l «l39l 1] 6] =] 2
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22 b. Oversikt {or vardera terminen under sist forflutna kalenderér éver lirjungar-

nes omsittning.

Léarjungarnes omsdttning vdrterminen 1915,

1 2 3 | 4 | s | 6 | 7 | 8 | 9 |10
- S . Lirjungar avgangne frin
; Nirvarande larjungar den 1 Februari liroverket

! Avdelningar g ‘ . | - - o
e BT e i e 5 =, | B3| S EE
linjer SREC 227 | & g2z | 5. | 325 |
?.g S | vid fore- | vid vir- Se < = T3 w8 R 5
T BB T erine st haran | 2 ® g z: | £z2 =8| 7
15 U 51 — — 3 54 — 1 7 8
e . 04 — 2 1 H7 — — 4 4
Bii 57 — 1 2 60 — 1 B) 6
Lo, 46 — 1 2 40") — - 4 4
Do 44 — 1 1 406 — — | T T
Guovmo 17 — — — 17 — — 15 15
IR 10 — — — 10 — 1 — 1
T L, 22 — — — 22 - 1 3 4
IR .. ... 11 — — — 11 — 1 2 2
IOL .. 10 — — — 10 — — 1 1
III Rocooii 11 - — — 11 — — 2 2
NI LB............... 4 — — — 4 — — — —
IMLA ... 4 — — — 4 — — — —
TV Rl 17 — — — 17 — — 17 17
IVLB. ... 8 — — — 8 — — 8 8
IVLA. . ........... 8 — — — 8 | — — 8 8
Realskolan.........;. 269 — 5 9 283 — 2 42 44
Realgymn. ......... 49 — — — 49 — 1 21 22
Latingymn.......... 56 — — — 56 | — 1 20) 21
Summa | 374 — | 5 9 38 || — 4 83 87

" Katalogen for vart. upptager felaktigt for klass 4, 48 larjungar. Slutsumman i mom. 15 fér denna

termin skall siledes vara 388.
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Hostterminen 1915.

:) Dessutom 1 franv.
)

DI 1

"

"

1 | 2 | 3 | 4 | 5 | o 7 | 8 | 9 | 10 1
. 3 n |
Nirvarande larjungar den 15 September Lar]ung]aﬁrr;‘\,/egrz;(r;%ne fran l
Avdelningar o . - c
och 6’535 Flyttade till avdelningen| = = ~g3 Zam = Z »
o ~aZs pi grund av beslut L ? ¢ E = Ty =55 g
linjer 328 - EXE} s S8 | 2380 | §:: | B
5252 | vidfore | vid host | F@ S 3 Scf | "E3z | FEE 2
RED | g, e | 273 s | 3R Eg | *
Lo, 3 - — 59 62 — — -
2, 5 33 10 T 55 — — — —
B 12 38 8 9 67 — — — —
4o 4 38") 5 4 51 - 2 - 2
6 3 33 8 — 44 - — — —
G e, — 9 4 — 13 — — — —
IR — 15 3 — 18 — — 1 1
TL o 3 4 4 — 11 — — — —
MR 0 5 4 1 10 - 1 1
ML i, 0% 11 3 1 15 — — —
I R... — 6 2 — 8 — — — —
I LB............... — 4 — — 4 — — —
I TLA............... — 2 2 — 4 — - -
IVR ... — 8 1 — 9 — — —
IV ILB............. — 4 — - 4 — - — —
IVLA............ — 4 — — 4 — — — -—
Realskolan......... 27 1Bl 3 79 292 - 2 — 2
Realgymn. .. ...... — 34 10 1 45 — — 2 2
Latingymn.......... 3 29 Y 1 42 — — — —
Summa | 30 214 5¢ | 81 379 — 2 2 4
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24. Forteckning over de ldrjunger, som efter att hava genomgiitt liroverkets fjirde
ring avlagt godkiind studentexamen och efter att hafva genomgatt liroverkets sjiitte klass
avlagt godkind realskoleexamen.

Studentexamen.
Varterminen 1915,
LATINARE:
Grek:
Ericsson, A. O. ... till universitet
Hagglund, G. F. ... , militiryrket
Johnsson, P. E. ... . , bank
Jonsson, B. O. . ... » kontor
Karlsson, . ....................... , universitet
Kohlquist, R. T. .................. " "
Nislund, O. A. _................... " »
Thomson, A. E..................... " »
icke=greker:
Kijellberg, T. O. .................... till jarnvigen

Kihlgren, K. A.

..................... "
I<jelsson» KoV »
Lofgren, K. V. ... "

Lofvenmark, C. E.
Rhodén, S. E................. ... "
Wrangel, I-. E.

universitet

"
militdryrket
tekniska hogskolan
jarnvigen
militiryrket

Ohrstedt, G. H. .................... » obestimd verksamhet
Realister:
Andersson. A. ... till publicistyrket
Andersson, H. . ... ... , tekniska hogskolan
Burholm, A. L. .................... , Skogsskola
Bystrom, J. ... » tekniska hogskolan
Hellbom, O. G. .................... " » »
Jonsson, N. L. . ... " ” »
I{iellin, AT " » ”
Larsson, K. L. ... ... ... » » »
Levén, K. E. ... ,  militiryrket
Lindqvist, K. V. A, ... , tekniska hogskolan
Nilsson, A. E........................ " » »
NOl‘din, K.O. E. ... .. » » ”
Owe, A. V. ... ,, obestimd verksamhet
Pettersson, E. A. ... ,, tekniska hogskolan
Sundin, G. ... TR » handelsinstitut.
Thunell, A. E. ... , tandliikareinstitut.
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Realskolexamen. !
Almkvist, K. R. ... till tekniskt liroverk
Andersson, E. ... ... ... ... , handelsskola
Aronsson, A. ... » Skogsskola
Axelsson, E. A. ... ................ , obestiimd verksamhet
Berlin, J. R. ... ey " "
Eriksson, K. E. .................... " » »
Fredman, U. G. A. ... " " "
Hemlin, A. W. ... .., jordbruk
Johansson, K. A. E. ... ... ... , kontor
Persson, P. A. ... » jordbruk
Persson, S. O. ... » gymnasium
Svensson, A. ... » .
Zetterstrom, I. N. ... .. ... , kontor

35. Lorteckning over de liarjungar, som utan att haiva avlagt studentexamen eller
realskolexamen avgétt irdn liroverket under det sist forflutna kalenderaret.

a) varterminen 1915.

Fran kl. 1 Bostrom, J. AL N. ... utan anmiild avsikt
" L, 1 Bergvall, G. ...................... till Falu allm. liaroverk
" . 1 Backlund, L. H. .................. utan anmiild avsikt
N , 1 Johannisson, T. G............... till Sundsvalls allm. liiroverk
" s 1 Diart, B. J. E. ... " folkskola
" . 1 Eriksson, T. E..........cc.......... " Sundsvalls allm. liroverk
" . 1 Grandien, K. O. __................ " folkskola
" y 1 von Paijkull, G. H. .. .. ... ” privat undervisning
" . 2 Karlsson, K. O. R................ utan anmiild avsikt
“ " 2 :Bﬁgenholm, K.E ... ) » ”
v om 2 Solborg, K. O. .................. » " v
» » 2 Jakobsson, J. R. ... " " "
" , 3 Bergvall, A. ... till Falu allm. liaroverk
" . 3 Stréom, L. H, M. _.......... ... » annat ldaroverk
" y 3 Eriksson, G. A. A utan anmaéld avsikt
oo 3 Englund, B. O................ » » »
» . 3 Lilliehook, G. .................... till laroverk i Stockholm
v . 3 Wickenberg, J. E. F. .. .. utan anmild avsikt
.o 4 Svenson, P. O.... ... » " "
" . 4 Backman, P. A. T. ... » " »
" . 4 Pettersson, A. R. ... till handel
w o 4 Moberg, E. ... » handtverk
" y O Hammer, K. M. ... ,, annat laroverk
” y O Widmark, O. F. ... utan anmiild avsikt
" , D Bergqvist, H..................... " " "
» " 3 Lindel‘, C E. L................ " ”» "
" , O Hagberg, J. V. A, ... till kontor
” ) 5 Svensson, E.M ... n handel
woow O Ostlund, J. O. ...coooveenn. ,, handelsskola .
" , © Andersson, E. S............... ,, lordbruk y



Fran kL. 6 Holmer, R. G. .................... till sijomansyrket
" y O Pettersson, K. .................... utan anmild avsikt
" » 1 R. Bergvall, A, ... ... till Falu allm. ldaroverk
w » 1 R Hammer, E. J. ... dod
w » I R Eriksson, E. H. ... ... till privat undervisning
w w IR Olsén, R. Al . ,, teknisk skola
yw » I R. Wennerholm, R. D. ... utan anmaild avsikt
" w 11 R. Martén, H. U. ... till Sundsvalls allm. ldroverk
w » I R Forsberg, J. R. V. ... .. ,, teknisk skola
» ” H R. Stl'@m, E.o Vo il ) %) I}
" » I R. Kihlstedt, S. V. ... ,, ldroverk i Stockholm
s HI R. Samuelsson, K. T. . ... ,, Hernosands allm. lidroverk
N » IV R. Flodén, S. D. ..., ,, militdryrket

b) hostterminen 1915.

Iréan k1. 11 R. Jonsson, J. H. utan anmild avsikt

w » I R.Persson, S. O. ... till jordbruk
g 4 Hékansson, S. O. G............. ,, Hudiksvalls allm. laroverk

” v 4 Widmark, S. O. utan anmild avsikt

26. Under sist forflutna kalenderir hava till lirjungarna utde-

lats séisom stipendier........................... 1,065: —
PremMier ... e 348: —

27. Uppgifter for vardera terminen av lisdret angiende antalet befriade frén t
minsavgifter.

Host- | Var-
terminen |terminen
Beiriad fran avgift till ,
endast biblioteks- och materialkassan ............ccceccoviviiiiervreenn.n. — —
y  byggnadsfonden ..., 51 35
bdda ovannimda KaSSOr ... s ooeiiieiieicie e, L= —
E{ befriad frdn ndgondera avgiften ... ...........ccccoomiiiiiiiiiiiiieeeiieeenn, 328 330
Summa nirvarande larjungar | 379 | 385

Avgiften till ljus- och vedkassan har utgjort 10 kronor under hostterminen och 12
kronor under varterminen.
Fran hela avgiften till statsverket hava under hostterminen 123 lariungar befriats.

" ” " " " " »  Varterminen 132 " "
,, halva " " " " ,,  hostterminen 32 . ”
) ”» " " " " " varterminen 28 . '
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p. Boksamlingar och undervisningsmateriel.

28. Léaroverkets boksamling har under lisiret okats

a) genom gdvor:

AV offentliga myndigheter och andra: Ny tidning f6r idrott; Nordiskt idrottsliv; Bi-
drag till Sveriges off. statistik; Meddelanden f{rén riksarkivet; Vetenskapsakademiens
publikationer; Meteorologiska iakttagelser; Upsala universitets katalog vért. och hostt.
1915 samt diverse andra kataloger samt &rsredogorelser och program; Medelelser fra det
norske Rigsarkiv; Norske Videnskaper Selskabs skriiter; Riksdagens protokoll 1915 m. m.

b) genoin inkop:

Pedagogisk tidskrift for 19153.

Svensk Kyrkotidning ior 1915.

Svensk ldraretidning for 1915.

Geologiska foreningens iforhandlingar f6r 1915.

Verdandi for 1915.

Nordisk tidskrift for 1915.

Psyke for 1915.

Historisk tidskrift for 1915.

Det nya Sverige ior 1915.

Die neueren Sprachen for 1915.

Geografischer Anzeiger for 1915.

Die Naturwissenschaften 1915.

Ordbok over svenska spriket.

Sprdk och stil for 1915.

IForum fo6r 1915.

Kyrkligtidskrift for 1915.

Nordisk familjebok b. 1—23.

Virdshistoria av Hildebrand m. fl.

Svensk litteraturhistoria av Schiick och Warburg.

Vart sprik av A. Noreen.

Diverse lirobocker.

Myntsamlingen har okats genom gévor: minnespenning over Petrus Gutensis och
J. G. Agardh.
Den biologiska samlingen har under dret okats med atskilliga insekter m. m.

Den kemiska undervisningsmaterielen har o¢kats genom: inkop av atskilliga
utensilier. '



e. Ldroverksbyggnader och inredningsmateriel.

29. Liroverket har till det yttre undergitt en genomgdende reparation, och vad
det inre angdr hava flera rum blivit ommadlade och uppsnyggade. De utbriinda viirme-
ungnarne hava undergitt en genomgiende reparation. Inredningsmaterielen sdsom bord
och bankar har blivit reparerad och ommalad.

. Ekonomiska forhdllanden.

31. Uppgiiter om nedannimnda till liroverket hérande kassors stillning kalender -
aret 1915.

Debet ( Kredit
Kassans rubrik
Behdllning Summa Summa Behallning
vid inkomster utgifter vid
drets borjan| under 3ret under &ret &rets slut

|
|
i
| Byggnadsfonden......... 4,386 | 75| 4,641

Kr. lore] Kr. |ore]| Kr. |ore] Kr |ore

55|| 6,526 | 34| 2,501 |96

Ljus- och vedkassan ... 37 | 76| 8,025 |50]| 8,924 48] — |—
Bibl.- o. materielkassan | 1,167 | 39{ 3,698 | —|| 3,177 | 90| 1,687 |49
Premie- och fattigk:n...| 403 |99 352 |50|| 340 [65] 415 |84

32. Summariska uppgifter {61 kalenderdret 1915 6ver de belopp, som utgatt for un-
derhall och tillokning av

a) boksamlingarna ...............cccccceivieeinnnnn.

b) den 6vriga undervisningsmaterielen

¢) inredningsmaterielen

Kr. 3,177: 90

Summa Kr. 3,177: 90
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a ) 1 4
¢. Examina och Hrsavslutning.

33. Avgangsexamina.

Muntlig studentexamen med de 32 lirjungar i ring IV, som pd grund av avlagda
skrivningar beriittigats till densamma, forriittades den 26 och 27 maj under ledning av
professor C. V. L. Charlier, professor P. Persson och professor A. Stille samt i nirvaro
av de utsedda examensvittnena. Alla godkiindes utom en.

Muntlig realskolexamen forriittades den 3 juni med 13 av liroverkets liarjungar och
3 privatister och alla godkindes i examen.

Innevarande vértermin hava 18 av ldaroverkets ldrjungar och en privatist avlagt skrift-
lig studentexamen den 10, 12, 14, 15 och 17 april. Alla hava foérklarats berittigade till
muntlig examen, vilken kommer att foérsiggd den 22 maj; likaledes hava 14 av ldrover-
kets lirjungar avlagt skriftlig prévning f6r realskolexamen den 2, 4, 6 och 8 maj. Alla
utom tre hava foérklarats berittigade till muntlig realskolexamen, som kommer att for-
siggd den 2 juni.

34. Arsexamen.

Den 10 maj var uppvisning i gymnastik.

Den offentliga Arsexamen blir tisdagen den 6 juni med bérian kl. 12 midd.

Efter examens slut blir uppvisning i sfiing och musik. Didrefter utdelas stipendier
och premier, kungoéres flyttningen inom ldroverket och avslutas lisret.

35. Till att o6vervara den forestiende examen den 6 juni anhdller jag vordsammast
att f& inbjuda larjungarnas forildrar och mélsmédn samt alla, som med vilvilia och in-
tresse omfatta liaroverket.

35. Ndasta ldasdr tager sin borian tisdagen den 22 augusti, dd intriides- och flytt-
ningssokande skola infinna sig & liroverkets samlingssal kl. 12 midd.

Allmant upprop med liroverkets samtliga lirjungar kommer att héllas fredagern den
25 augusti kl. 12 midd.

Under detta lis&r har den viktiga f6ridndringen intriitt, att liiroverket har forlorat sin
hogt aktade och djupt vordade inspektor kontraktsprosten O. Lofvenmark, vilken i 22 ar
med stor kirlek och varmt intresse varit liroverkets stod, men pd grund av hog Aalder
och nedsatta krafter mést avsiga sig detta fortroendeuppdrag, som var honom mycket
kart, halst som han sjdlf varit lirjunge vid liaroverket. Léroverket bringar honom pé
detta enkla sitt ett innerligt och vordsamt tack for allt vad han varit och verkat for
laroverket.

Liroverket har emellertid haft den forménen att f& erhdlla till inspektor oversten
vid Kungl. Jamtlands filtjiigareregemente {riherre m. m. C. V. Rappe, vilken beredvilligt
till allas stora glidje och tilliredsstiillelse emottagit detta fortroendeuppdrag.



Anvisning for frivilliga studier.

under sommarferierna for terminens larjungar i

Fjdrde klassen:

Modersmdlet; Heidenstam, Karolinerna; La-
gerlof, legender.

Tyvska: Kleine Schiilerbibliotek: Band IV.

Geografi: Anna Sandstrém, Natur och ar-
betsliv i svenska bygder.

Matematik : Ekvationer av 1:a graden med
en obekant jimte problem.

Biologi. Samla insekter.

Femte klassen:

Modersmdlet : Heidenstam, Svenskarne och
deras hovdingar.

lyska: Auf rauhen Pfaden.

Geografi: Anna Sandstrom, Natur och ar-
betsliv i svenska bygder.

Historia: Nyare tiden, lisebok av Ekmark-

" Rydfors.

Riologi: Reuter, Bilder ur diurviirlden.

Kemu: Philip, den moderna kemins roman.

Geologi: 1.agg upp en samling mineral och
bergarter.

Forsta ringen.

Modersmdlet: Ferielisning i svensk litte-
ratur, utgiven av Hernlund och Stefien.

Tyska: Aut rauhen Piaden.

Latin,; Ponfén, 1l forts. s. 90.

Engelska: Little Lord Fauntleroy.

Geografi; C. Wiman, Bergens uppkomst
(Verdandis smaskrifter N:o 70).

Historia: Hjarne, Gustaif II Adolf.

Fysik: P. Heegaard, Populidr astronomi.

Biologi: Heimdals folkskrifter D:o 75; Ver-

dandis smaskrifter N:o 64; skriv en re-
dogorelse for ett eller tflera vaxtsamhal-
len i hemtrakten (veget. i en skog, mosse,
vatten, pd idng, sandfilt, hed eller ogris
i tridgdrdar och Akrar).

Andra ringen.

Modersmudlet: Karolinerna av V. v. Heiden-
stam.

Latin: Fortsiittning i L'Homond.

Franska: E. Berthet, Le chasseur de mar-
mottes.

Historia: Hidrne, Napoleon och revolutio-
nen. Frihetstiden av Stavenow.

Biologt: Klerker, Minniskokroppen.

Fysik: Timberg, Popular Meteorologi.

Tredje ringen.

Latin: Pontén, Lat. forf.: II (prosa) forts.
s. 36.

Grekiska: Xen Anab IL

Historvia: Repetition av gamla tidens hi-
storia. .

Engelska: Treasure Island av Stevenson.
Short Chapters on English life (Ringen-
son).

Matematik : Problemldsning.

Franska: Colomba av Merimée.

Fysik : Tyndall, Virmet, betraktat sdsom
rorelse. Laurin, Om Radium.

Kemi: Ramberg, Grunddragen av den kem.
analysens teori.

Biologi: Anstidll och redogdr for nédgra
viixtfysiologiska forsok enl. Malmberg:
Vixtiysiologiska forsok. '

For intrdde i laroverkets forsta klass fordras:

a) formiga att tydligt och siikert lidsa innantill och att med egna ord redogora for

innehéllet av en upplist enkel beriittelse;
b) nigon firdighet i vilskrivning;
c) nigon fiardighet i rittskrivning;

d) kidnnedom om viktigare berittelser ur gamla och nya testamentets bibliska histo-

ria, ndgra psalmverser;

e) fardighet i anviandande av de fyra ridknesitten med hela tal, hogst fyrsifiriga,
doek att icke m3 fordras anvindning av mer dn tvasifiriga multiplikatorer och divisorer;
nigon kinnedom i sorter och ndgon 6vning i huvudrikning;

f) kinnedom om Skandinaviska halvéns grianser, om det allminnaste av dess hojd-
forhdllanden och om Sveriges huvuddelar; nidrmare kidnnedom antingen om Géataland
eller om Svealand och Norrland; formiga att pd kartan utvisa det genomgéingna.

Ostersund i Maj 1916.

C. A. HAGGLUND.



