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II. Skoleefterretninger.

Christiania,
Trykt hos Chr. Grindahl.




Om Functionen I'm, iser med Hensyn til dens nume-
riske Evaluation.

Functionen I m, hvorved det bestemte Integral [ S(@™'dze) i Almindelighed
betegnes, spiller, som bekjendt, i den hiiere Mathematik en vigtig Rolle, og
besidder flere maerkelige Egenskaber. Derfor har den ogsaa veret behandlet
af de meest udmerkede Analytikere ligefra Eulers Tid, der férst henledede
Opmarksomheden paa den. Jeg tor derfor neppe gjore Regning paa at levere
noget Nyt, og det saameget mindre, som jeg senere er kommen til Kundskab
om, at flere Resultater, hvortil jeg ved mine Undersogelser selvstendig var
kommen, for lang Tid siden have veret angivne og fremstillede i en Form, som
langt overtraffer det, jeg har kunnet preestere. Jeg skulde saaledes ikke have
vovet at fremleegge disse, hvoraf intet Udbytte er at vente, hvis ikke endog Lo-
ven havde gjort det til Pligt for Leererne ved de.l®rde Skoler, ogsaa paa sin
Side at documentere sine videnskabelige og paedagogiske Studier, som den ene
Side af deres Virksomhed, medens den offentlige Examen ogsaa for dem skal
tjene til at legge for Dagen de practiske Resultater.

Imidlertid er der et Punct med Hensyn til den omhandlede Functions nume-
riske Bestemmelse, som, det stedse har forekommet mig, er forbigaaet i de
Skrifter, jeg har havt Adgang til, omendskjont det forekommer mig, at det er
af veesentlig Betydning for den Exacthed, der fordres i de mathematiske Viden-
skaber. Da det er forbundet med Vanskeligcheder, paa en directe Maade at
evaluere denne * Function, endogsaa under Formen, — f'dz(log(1 — z))*
(idetmindste har det ikke villet lykkes mig at udvikle dette Udtryk paa en hen-
sigtssvarende Maade); er man gaaet ud fra Functionens fundamentale Egen-
skaber, nemlig I'(m+-1) = mI'm, og I'l =1, hvoraf folger AlogI'm — logm,
eller /m— e-2logm,  Men forsaavidt denne Function skal representere Inte-
gralet _/:"’.r”“‘dxe—", er den ikke tilsti‘aekke]ig individualiseret; thi i ethvert
endeligt Integral indkommer, som bekjendt, en periodisk Function, hvis Specifi-
cation i ethvert specielt Tilfeelde er nodvendig.
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Set nemlig, at Gm var en bestemt Function med omhandlede Egenskaber,
saa er det klart, at disse ogsaa vilde tilkomme Functionen ¢(sin 2mm, cos 2mn)Gm,
naar den arbitreere periodiske Function saaledes bestemmes, at den bliver 1,
naar m er — 1. Saaledes ville disse to Functioner have de fundamentale
Egenskaber felleds med hinanden indbyrdes og med Integralet ‘/:’f’x"f‘e"dx.
Gm er altsaa en Specification af den almindelige Function, og at denne wmaa spe-
cificeres paa denne bestemte Maade for at falde sammen med det givne endelige
Integral, tiltreenger Beviis.

Denne Lacune findes, om jeg ikke feiler, ogsaa i den Abelske Afhandling,
oeuvres compl. Tome 2, pag. 24. Efter nemlig at have hetegnet det endelige

Integral 2’% med Lz, udleder han deraf fLrdx—Cx-+ Zlogx=_Cx+logI'r,
og setter uden videre den saaledes bestemte Function 7x identisk med

j; ‘l"(x"k‘ldxe‘x), idetmindste bruger han den Signatur, hvormed dette Integral i
Almindelighed betegnes. Vel var det blot hans Hensigt paa dette Sted, at vise

en Anvendelse al det endelige Integral 2'%; men dog anseer jeg det ikke umu-

ligt, at denne Lacune kan have undgaaet hans Opmeerksomhed. Denne Afhand-
ling er nemlig skreven, forinden han under sin udenlandske Reise stiftede Be-
kjendtskab med Cauchys Skrifter, hvis Lasning, han selv erkjender, har aabnet
hans Oine paa en forbausende Maade for adskillige Mangler i den da almindelige
mathematiske Methode, og vistnok har hidraget til at give hans Arbeider deres
markelige Fuldendthed.

Hovedpunctet i den Afhandling, som jeg her drister mig til at fremlegge,
er altsaa Fyldningen af denne Lacune, som jeg har troet at opdage, idet jeg vill,
som jeg haaber, paa en stringent Maade soge at hestemme det bestemte Inte-
gral ‘/; "’(x'“"lclxe“) eller I'm. Ved Siden heraf fremsetter jeg de Methoder,
jeg har brugt til at udfinde flere af denne Functions Egenskaber, samt til dens

numeriske Beregning, iseer med Hensyn til Bestemmelsen af Integralet 2 —
I

og Fastsattelsen af Approximationens Noiagtighed.

e
P
3



3

§ 1
Reekken o — log (1 + o),

+ 2 —log(143),
+ 2 —log(142),
+3 st +5)

er convergerende for enhver reel Veerdi af o > — 1.

Bewiis. 4. Naar o er positiv,
vil Reekkens Verdie stedse veere positiv; thi

a — log(1 + a)

har stedse en positiv Verdi.

Hvis nemlig @ er <1 og > 0,
er a—log(1 4+ a) = %—2——-5';—)—}-(—";———%5— —+ etc.
eller som en Sum af positive Storrelser > 0.

Er a> 1, kan man finde en saadan Verdi £, at (1 + 5)" = (1 + a), eller

V' (1 + a) — 1 =4, hvor m kan tages saa stor, at J/' (1 + a) < 2, og § saale-
des << 1. I dette Tilfaelde have vi seet, at

£ >log(1 + 6),
altsaa mp > log(1 4 f)™ det er > log(1 + a).
Men A+pm>mp a2 (14+a)>1 4 mp),
eller a> mp, og saaledes a—log(l + a)

stedse positiv.
Men det bliver ogsaa let, at finde den Limite, Reekken ikke kan overskride;
thi seettes 2 et heelt Tal > o, og skrives Raekken

o—log(14-0)+ & —log(14 &)+ & —log(1+ & )t 22 —log(14 =)
b i)
+ 2 —log(1 4 25),
-+ ;%— log(i + -2 )

n+2/’

4+ ;f; —_ log(l + —(‘)—), ete.

n+m




og bemzrkes, at

nfm—'°g(‘+7z%)=’w—5n)—z—[(%(?fm‘“ (n+m)4)+ s
nvm —10"(1'{' ) ,('n:-):n)z;_

har man ved at sette successiv m — 0, 1 2, 3 ete.,

_—]Og(1+——)+;l—+_i _l g(1+n+l) + n+2 log(l—*—nm?) +__100‘( +n+m

det er:

1 1 1
< ?(22"{' (n+1)? + (n+2)? et (n+m)2)’ |
hvilken sidste for m — oo er < ": n—ll )

Saaledes er
o—log(1+0)+ 2 —log(14- 2 ) + in inf.

_ . 1
<ottt 3 (4§ s 20 5
og paa den anden Snde

>0 —log(1 + o)+ 5 —log(1+ 5 ). -2 —log(1 + 27,

eftersom den udeladte Deel stedse er positiv. Disse to Reekkers Differents

©* _1_ e forsvindende for z uendelig.
2 n-—1
(- —1
*) Er k<1, saa er (1—F) (u 1)—_-1+(p.—1)1.f+(l‘l'Tz)—‘u' k2,
altsaa for k <1, A =B ®DS [14 @—1)
Saxttes i = (m +p+1)71,
_m+p \-(p-1) u—1
har man mtp+1 >1+m+p+1
p—1
eller m+0) P VS myor1)® D4
(m+p+1)*
1 ( 1 1 1
1 _— ) .
=1\ (m o)+ (m+p +1)* (m+p+1)*

Settes p =0, 1, 2, 3 og adderes, har man

1 1 1 1 1
— + + ceet s
o n—l1 (m“"1 (m+p+1)“'1) > (m+1)*  (m+2)*  (m+3) (m+p)t
og for p—o0
1 1 1 1

. + + + . ..in inf.
p.-—l ml’-"i > (m.’..])l" (m+2)l"‘ (m+3)p' m

. s



5

Bewviis. 2. Er o negativ > (— 1),
bliver ® — log(1 + w) ogsaa positiv, altsaa Raekken

>0 —log(l +0) + 2 —log(1+9) ...+ - —log(1 4 —2_).

n—1 n—1
Men i dette Tilfzelde er

0 . o 0?2 _ o3 )
-_— 100(1 + n_'_m) —_— = n+m + 2(7l+m)2 3(n+m)3 + etc.,
der paa Grund af hvert Leds positive Veerdi er
<—-2 4 o -+ etc
n+m 2(n + m)?2 2(n + m)3 "
. o 0?2 . 1
% <= n+m + 2(n + m)? o
1+
n+m
Altsaa, naar for m sattes 0, 1,2, 3 . ..
(0] (M) © (A © ©
n log(l + 7)+ n+1 —log(l + n+1) +--- n+m ]Og(l + n+m)
w2 (1 1 1 1 1 1
<T{7ﬁ—' 1 o)+(n+1)2. (1 3] )H' (7z+1)”"(1 ) )}’
t Tt + n+m
livilken, paa Grund af den negative Verdi af o, er
2 1 1 1
: o (g1 1))
: 2(1+%)(n2 (n+1) (n+m)

som, naar m =— oo, bliver

2
<‘(”w).nil.
2 1+;‘
Saaledes ligger den uendelige Rekke i dette Tilfzlde mellem Grandserne
(A
w-log(1+4w)-4- -:l —10g(1—|— %) —+ — -log(l—{-— ;‘:)—1)

og w—lOg(1+w)+—?‘—log(1+—‘_:—)...-|—L_1_10g(1_|_ «fl)_l_ o
2 | n n 2(1+%)(n_1)

hvis Forskjel er forsvindende, naar » er uendelig stor.

Raxkken bliver ogsaa convergerende for en negativ Veerdi af o med en
numerisk Veardi > 1, naar man for Logarithmen af de negative Tal antager
Verdien af Logarithmen til de positive Tal af samme Talvzerdi.

Forovrigt sees let, at Reekken er continuerende for alle Vaerdier af o fra

— 1 til co; men Continuiteten afbrydes, naar o = — 1.

s
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Sattes @ — 1, gaaer Rakken over til

1—log241 —logd+1-—logd4 etc,
der efter det forhen Beviste er convergerende, og hvis Verdi man pleier at
betegne med .

Tager man for sig Rakken
—ho 4+ 0 —log(1 + o)+ % ——log(l -}~ %) + ete.,
der efter det Foregaaende er convergerende og continuerende fra w=——1 (excl.)
til = oo, og betegner denne med log G(1+4- »), sees for det Forste, at den
for © =0 reduceres til 0; altsaa log G.1==0, eller G.1==1; ligesaa bliver
den 0 for v =1, eller G2 = 1.
Settes for o Storrelsen 1 -+ o, gaaer Rekken over til

. —1no © l+o 1 03 (N]
W(140) + (1+40) —log2(1 4+ 2) + 132 —tog3(1+ 2) ete.
=—kh+1—log24L—logd+L—logt...

— oo+ 2 —log(1+ 2) 4 2 —log(14 2),
altsaa log G(2+4-0) =—ho-+o-+ > —log(1+4 %) +2 —log(1+ %) etc.,

men logG(l+40)=—ho} co—log(i-{-m)-}—i_‘;_-log(l+%)+%—log(1+%) etc.,
og deraf log G(2 + o) — log G(1 4 w) = log(1 + o),

saaledes bliver (1 + 0) G(1 4 0) = G(2 + ©).

Heraf fremgaaer, at log G(1 —}—\ w) for enhver Verdi af o kan reduceres til en
anden, hvor w falder mellem 0 og 1. 1 dette Tilfxelde vil Functionen log G(1 4 o)
kunne udvikles i en convergerende Rakke efter de stigende Potentser af «;

man vil nemlig finde:
log 6(1 + o) = —ho + (14 o+ + o5 )
(i ot )
-|—(”T4(1-}—%+%+%>, etc.
Ligesaa er logG(l—w):lzw—}—"’_—:(i—l—z%—{—f;—'z—...),
+ 5t )
+%(1+%+%—), etc.
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Heraf folger log G(1 4 w) 4 log G(1 — 0) =log G(1 + o) G(1 — ©)
0?2 o 1 0t 51 0t & 1
-3 = Rl . el 3l
—— ) 21‘11‘2 + 2 ‘—l/x + Zx

x4 3 T at
Naar Exponenten er et lige Tal, kan Summen af Rakkerne 1 71"1— -+ —:il"-— etc.,
let bringes i en afsluttet Form; fordvrigt convergere saadanne Rakker kun lang-
somt, og for at finde deres Sum maa man soge at bringe dem i en anden Form.
Nu er (see Cauchy Cours d’Analyse pag. 570)

4 22

log _ ete.
> sinz 7t2 7T + 27‘:4“1‘: + 3 ﬁzr
2
Sattes her — — o eller z = wx, har man
T
1
log 9T _— (02 > e— etc.
° sin 0w Sz + ra +

= log G(l + w) G’(l — co),

e G(1 4 v) G(1 — o).
Heraf sees allerede, at, naar Verdien af G(1 4 o) er bekjendt fra w — 0, til
w=1, den ogsaa er bekjendt for de ovrige Veerdier; thi G(2-0)=(1-0)G(1-e),

(1—o)or
G(1 + v) sinor

eller

og saaledes G2— )=
Saaledes som her Forbindelsen mellem Functionen & og Cirkelfunctionerne er
udledet, nemlig af de convergerende Rakker efter Potentserne af o, er denne
Forbindelse blot beviist for ©* < 1; men man vil let see, at den er almindelig
gjeldende. Man har nemlig

log G(1 + 0) = —ho+o—log(l 4 o) 4 % -—10g<1+ g-) —+ ete.,

log G(1 —w)=— Izw—(o-—log(l———(o)—'-% —log(l— %) -+ ete.,
hvilke Rackker, som vi have seet, ere convergerende for enliver Veardi af o,
endog naar o er negativ, naar man for Log af de negative Tal swtter Log af

disses Talveerdi; dog vil, naar o er et heelt negativt Tal, en af Logarithmerne
blive uendelig, og derved Functionens Continuitet afbrudt.

Ved Addition, og ved fra Log at gaae over til Tal, har man

G114+ 0w)G(1 —0) =

1
0—on(1—5)(1-5)
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Da nu 4,, omtrent er 1,5.105 og A, X = 2—7 omtrent 20,25.10°%, bliver det deTtil

20,25. l() It det rmest 2
—jgas — Altsaa paa de nermeste Toer "

Saaledes vil man under denne Forudsetning kunne bestemme §; med 20 Deci-
maler, og altsaa de ovrige med en endnu storre Noiagtighed.

Med 16 Decimaler har man, da
S, _::_ — 2,0280682539682530,

svarende Leds Talvaexdl omtrent

og log nep 10 — 2,3025850929940457,
h = 0,5772156649015328,

og ligeledes: S, — 1,6449340668482264,
S, = 1,202056903 [ 595042,

§, — 1,0823232337111381,

S, = 1,0369277551068632,

S, = 1,0173430619844491,

§, = 1,0083492773866018,

S, = 1,0040773561979443,

§, — 1,0020083928260822,

S,, = 1,0009945751278880,

§,, = 1,000494188604 1094,

§,, = 1,0002460865533080,

§,, = 1,0001227233475857,

§,, = 1,0000612481350587,

§,, — 1,000030582363070,

§,; = 1,0000152822594086.
Ved at multiplicere 4, S, — 1, §; — 1 ete. med Modulen til de Briggiske Loga-
‘rithmer 0,4342944819032518 og betegne Producterne med «,, o, ... findes

— 0,2506816, = 0,0036260, 3 =0, 0000533
az — 0,2800913, #g = 0,0017708, ¢y, = 0,0000266,
«; = 0,0877522, «, = 0,0008733, «,, = 0,0000133,
o, = 0,0357527, o0 = 0,0004319, ¢, = 0,0000066,
«, = 0,0160375, «,, = 0,0002146, ¢y, = 0,0000083,
o, = 0,0075320, ¢, = 0,0001069, 4 = 0,0000016.

Heraf sees,
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Heraf folger log G(1 + ) + log G(l — (o) = log G(1 4 ) G(1 — w)
1

>
+61

m2°°
o

T

Naar Exponenten er et lr«re Tal, kan Summen af Rakkerne 1+ + 3". ete.,
let bringes i en afsluttet Form; forovrigt convergere saadanne Raekkel kun lang-

somt, og for at finde deres Sum maa man soge at bringe dem i en anden Form.

Nu er (see Cauchy Cours d’Analyse pag. 570)
z z2
log = 1 —|— o ?x + 2 55 };’x—— etc.

sin z n?

4
Settes her — — o eller 2 — om, har man
T

oo

log — 2T :oﬂy 1 —|- z,x — + ete.

sin o
= log € (1 + ©) G(l — ),
e = G(1 4+ o) G(1 — w).
Heraf sees allerede, at, naar Veerdien af G(1 4 ) er bekjendt fra o — 0, til
o=1, den ogsaa er bekjendt for de ovrige Veerdier; thi G(2-0)=(1-0)G(1-e),

(1—o)or
G(1 + o) sinow

eller

og saaledes G2 — v)=
Saaledes som her Forbindelsen mellem Functionen & og Cirkelfunctionerne er
udledet, nemlig af de convergercnde Reakker efter Potentserne af o, er denne
Forbindelse blot beviist for o* < 1; men man vil let see, at den er almindelig
gjeldende. Man har nemlig

log 6(1+0) = —ho-Fo—log(14-0) + & —log(1+ 2) + etc,
. ®
logG(1—ow)= Iuo—w——-log(i———co)——f ——log(i — %) -+ ete.,
hvilke Rackker, som vi have seet, ere convergerende for enhver Vaerdi af o,
endog naar » er negativ, naar man for Log af de negative Tal satter Log af

disses Talveerdi; dog vil, naar o er et heelt negativt Tal, en af Logarithmerne
blive uendelig, og derved Functionens Continuitet afbrudt.

Ved Addition, og ved fra Log at gaae over til Tal, har man

G(1+ 0)G(1—w) = =<
—5)

a —@2)(1 — ‘f;
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Men nu er, som hekjendt i

i (1= S2)(= ) -

hvilket er gjeldende fm enhver Veerdi af o, (Cauchy cours &’ anal.), og altsaa er

i samme Udstraekning G(140)G(1 —o)= smfm >
eller GoG(l—ov) = L=
Sin W

Settes — o for o, faaes
G(—o)= . = _T o

G(1+o)sinor oG sin 0T
G(— ©) bliver, som man seer, uendelig, naar o er et heelt Tal, og negativ for
o mellem 2n og 2n--1, positiv for o mellem (2r-+1) og (24 2).
Satte vi altsaa y = Go,

og betragte » og y som Coordinater til en Curve, vil y vere positiv fra © =0
til =00, og i Intervallet fra © =0 til o=1 aftage fra oo til 1, er atter —1,
naar =2, og voxer derefter i det Uendelige. Naar v er negativ, er y af-
vexlende negativt og positivt, negativt mellem Intervallerne 0 og — 1, — 2 og
— 3 ete, positiv mellem Intervallerne — 1 og — 2, — 3 og — 4 ete, og
continuerende i Intervallerne selv, imedens Continuiteten afbrydes ved Skift-
ningen af Fortegn, idet y ved hvert Intervals Grzendse bliver uendelig.
| $ 2
Forinden jeg fra dissec Betragtninger gaaer over til det bestemte Integral,
J.me=amdx, forudskikker jeg folgende Theoremer:
Theorem. 4. Er fx en primitiv Function af den endelige Differents, ¢z,
(o flz+Ax)— fx = ga),
[z+(n+1)Ax]

saa er f(x+ (n+ 1)Az) —fx = ,Zx ¢,
eller vil angive det bestemte endelige Integral mellem Grzndserne x og x-}- nAx,
forsaavidt qx eller fx ikke discontinuerer i dette Interval. Seettes nemlig for
z efterhaanden z, x—+ Az, x4 2Ax ... x4 (n--1)Az, har man

flat Ax) —f= =gz,

flat+282) —flot An)=p(a+ Aw),

flat-802)  —flot280)=p(w+242)

fa+ (- 1)ax) — f(@+ ndz) = g(a-naa),



altsaa er
[e4+(n41)A2)
x4 p(z+Ar) 4+ p(x4-247) ...+ p(r4-nAr) =2, gx =[(2 4 (n+1)Ax)—fw.
Theorem. 2. To Functioner, der begge udtrykke det endelige Integral
Sgx imellem givne Greendser, kunne blot ved en periodisk Function veere for-
skjellige fra hinanden.

Disse Functioner veere fx og Fx, saa er
f(z+ (n41)A2) —for = F(a + (n+41)Az) — Fx 2(371:?;.14'
Saxttes Fxr— fr—uyaz, har man i
Flz+ (n+1)Az) — f(z+ (n+ 1)Az) = ya.
Antages nu  —0, 1, 2, 3 etc, seer man at
F.Z‘—fx"'—:‘- Y,
Flot A2)—fla+ Ax)y=vya,
F(x+4-2A7) — flx + 2Ax) =y,
eller yvr =vy(x+ Az) =p(x + 2Ar) =vy(x 4 3Az) etc.,
det er: Forskjellen mellem Fx og fx maa vere en periodisk Function.
Ere Differentserne uendelige smaa, reduceres den periodiske Function til
en simpel Constant.

§ 3.
Jf.e~x""'dx bliver 1 naar n =1, og man har ved Partialintegration
1 i1
—X n—ld —_ " " o —X ant
Je=x"dx nex+72/éxdx,
og da,naar n>1, lim-ZT—-_—- 0 for det voxende n, og bliver 0 for x — 0, vil for
dette Tilfelde Storrelsen udenfor Integraltegnet forsvinde, naar Integralet tages
mellem Grandserne 0 og coj; altsaa
j;)“e‘xx"“dx = }T fo°°e' xdx
for n > 0.
Ligeledes sees let, at Functionen er continuerende; thi
I'n+ k) — I'n == [ "e*dx(2* — 1)2",
og dette Integrals Elementer ere alle forsvindende for det forsvindende 4.
Betegnes Integralet paa venstre Side af Lighedstegnet med 772, har man
under navnte Indskveenkning nln=— I{n-1).
2
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Ved at sxtte axr —: z, faaer man
J;""e‘““x""dx =1r n,
aﬂ
og saaledes bliver det dobbelte Integral
©o a— -1 ,—2 X — w‘zva— (l.z'
[ ([rram12te 0+ d )dy = TI:/. YOk

men ved at foretage Integrationen i en anden Orden
j;“’ ( ‘/;"" a1 e dy)dz = Taf " 2-*'e = I'al(b— a),

o ge-ldr __ Tal'(b—e)
altsaa ./; af — 1% (b>a>0).
Saxttes b =1, bliver
© go-1dg -
o 13z = Ial'(1—a), (1>a>0).

Men som bekjendt er i dette Tilfelde

j'm ze-ldx bis
o 1+2 sinarn

Altsaa Ial'(1—a) = Qi“xmc
Da ala=— I'(a+1),
er Alog I'a = log I'(a+ 1) — log I'a = log a.

Men i § 2 have vi viist, at den der behandlede Function, som vi have bhetegnet
med &, har den fundamentale Egenskab, at
Alog Ga = log a.
Altsaa Alog Ga —= Alog I'a.
og heraf folger, (§ 2, Th. 2)
ya -- log Ga = log I,
eller naar for ya, skrives log va
vaGa = Ia, |
hvor ya er en periodisk Function, saaledes at'y(a-}1)=ya, og continuerende,
da I'a er continuerende.
Da for @ =1, baade Ga og I'a er — 1, bliver v1 =1, og w1 = v2 =
w3 etc, har man overhoved, naar « er et heelt Tal —=», yn—=1.
Man kan saaledes for ya saette 1 - wae, hvor wa bliver 0, naar « er et

heelt Tal; altsaa (1+vae)Ga = Ia.
Heraf folger, at, naar » er et heelt positivt Tal, vi have
Gn = I'n.

Vi skulle soge at bestemme Functionen wa i Almindelighed.
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Vi have seet, at
GaG(1l—a) = Tal'(1 —a) = —~—,

sinaw
hvoraf, da Ga = 1 G(1+4-a), Ta= ~ I'(1+a), folger
Gl4+a)Gl—a)=TI(1+a)I'(1—a);
men (1+v(1+ o)1+ (1 —a)) 6(1+a) 6(1 — a) = Tal (1 —a).
Altsaa er (t4+v(Q+e)(14v(1—a)) =1.
Summen (1+vy(14 @)+ (1+4v(1—a)), kunne vi sxtte 2-ga, hvor ¢ ikke
forandres, naar for a s®ties — a; og danne vi Ligningen
2* — (24 ga)r+ 1=0,
vil dens Rédder udtrykke Functionerne (14 w(1+«)) og (14 w(1—a)) ved ¢a;

man har altsaa 1+ y(14a)= 2+oat ‘/E:‘P“ +(0a)?] ,
__ et vV[$oa+(9a)?]
eller y(14a) = :

Da gpa = y(1 4+ a)-}y(1 —a), er ogsaa ga en periodisk Function; og da tillige
ga = ¢(—a), bliver ¢(1+ a)=¢ya; ¢(— a)=¢(1 —a); altsaa ¢p(1 — a)=g¢a.
I Udtrykket for y(14-a) vexler Rodtegnet, naar a skifter Tegn; men nu er
Y(1+4a)=vya, hvor a kan veere < 1 — 1 — «; man har altsaa
v(1 4 (1 — @) = v(2—e)=yp(1 —a).
1-a 4o(1-a)+ (e(1-))2 o 400 2
Nuer y(l4(1—«)= o(l-a)+ vHe(l-o)+(e-0)7] __ < -_H/[;P +(99)%]

2
vg Y1l —a) = i \/[4ga+ (¢2)%] |
Altsaa have vi +V (4ga+(pe)?) = —}——]/(4goa+((prx)2),
og derafl pa=—0, eller =—=—4; men, da det sidste er umuligt, er paz=0; altsaa

¥(1—a«)==0; altsaa reduceres den periodiske Deel af Functionen til 1.
Saaledes er i Almindelighed
Ga = Ia,
naar @ > 0; er derimod @ negativ, gjelder Ligningen Alog Ga — Alog I ikke,
og altsaa heller ikke de deraf udledede Folger. Er a derimod positiv, vil Rek-
ken for log Ga tjene til at evaluere 7a.

Da I'l40) (1 —o) = si:”:m , folger deraf, at, naar denne Functions
Veerdi er bekjendt fra =0 til o=3, den er bekjendt i sin hele Udstraekning;
thi I'2—ow)=—= (I —o)or
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Da Tol'(1—o) =

sees, at /'l — 1/ n.
sinow ’ z 4

Forskjellen paa Signaturerne G og I” er altsaa den, at den sidste, der udtrykker
det destemte Integral ‘/; “e~*x"dz, bliver uendelig, naar » er negativ; men for-
ovrigt falde de sammen, og kunne substitueres, deun ene for den anden. Hvad
man altsaa kan udlede af Functionen G’s Egenskaber, tilkommer saaledes ogsaa
I, inden de Grzndser, for hvilke den har en hestemt Vzardi; derimod ville de
Swtninger, der udledes af det bestemte Integral, ikke uden Beviis antages gJael-
dende for Functionen G i dens hele Udstrakning.

Fundamentals@tningen Ial'(1—a) — — “{m R
sin

der udledes af det bestemte Integral q/o = ‘”::;1” , kan blot veere gjeldende, naar

1> a > 0; thi finder denne Betingelse ikke Sted, har Integralet en uendelig
Verdi; derimod har man, som vi have viist, stedse

GaG(1—a) =

sin e
Ved lette Substitutioner udledes folgende bhekjendte Integraler, som vi i
det Folgende ville have Brug for.
Ved for 2 at satte 2%, har man
Se e e = % I'(n),

00—zt om — 1 72+l . - K
eller N INCaE: dz=— I' ——; naar for nt—1 sattes n. 1.

Sxettes e* =— z, bliver
1\n1
S dz(log 7) = I'n,

og naar her for z substitueres 2

Stz "”“dz(log 1) = — I'n. 2,
o ga—lq, Tal’ b——
Naar i Ligningen . (‘:+x; =1 é‘b a)
for x seettes T i , faaer man
a1 Lal’'(b—
[ yidy(1—y)- 1 Ta éb o 3
hvilket for 6—a—1=——n, giver
‘1 gn-1dy _ Tal'(1—n)

o (—g) TD@a+l—wn)’



og swttes for y Storrelsen y™, er

B
v gtay 1 T T 4
o (I—gmm — m B
r(+1—n)
Ved her at sxtte for » Storrelsen , har man
B¢

! yb-1dy 1 m m
me T om I‘——M ’
(l—ym) ™ m

0
som man pleier at kalde det forste Eulerske Integral og betegner med (%),

dette kan altsaa evalueres ved Hjelp af Ga.

§ 4.
Raxkken

log G(1+a)=— ko +o—log(1 -+ v)+ & —log(1 + %) + ete.
kan ogsaa skrives paa folgende Maade

olog2—log(1 +m)+wlog%—-log(1+ %) ce

eller log2°— log(1+-o0)+ log(3)* —log(14 2
=) (1+_]_)(° =) (1 +'—')
som kan skrives =231 lob]I

S T

(naar man ved Iq],,qa(a -+ n) forstaaer p(a +p)opat+p+1)... (a4 q)),

= (1)

og altsaa har man » Gl4o0)= . 1.
ey
som gjeldende for enhver reel Verdi af o,
( 1 )w -1
Ty
Af dette Udtryk kan udledes de bekjendte Egenskaber for Functlonen Go.

Saaledes findes Fundamentalegenskaben
G(1+ 0) = 0Gw  saaledes:

eller Go —




14
Man har

ﬂ

ST N O O 0 i O N,
B ) R ) (R B
e (1+1)(1+° )

(1 + 7)o

‘ (1+ ) orr

der for » = oo convergerer til w; altsaa

G(140) = 0Gow

1 \pow-1
v 57 07%)

po—I1
(el)
Deles » i Grupperne

pr+1, pr+2, px+4-38 .. . pr+-pu,
kan Gue bringes under Formen

(0]
1+—
n

pa-1 1 pa-1 1 pa-1 1 pa-1
= (1 57)"™ (1 x+z) () ()
po = IL " “ ;
0

BT+ P+
( w+l) ( w+2 ...... (1+:§+:1 ...... <l+i:;u>
men  (14+E50) = (mr ety —1) = (o 4o+ 1L
— -1 —
P(x+l){1+ +"1p1_1} {+%—1} §1+a+nﬂl_l}
B+ r+1 z+1 T+1 ?

1 m_y

1 \*"% )
RTIT (1+.z'+1> (1-*-.z‘+1>*‘L
som ved Multiplication med

-1
1\
(eeip)
r+1
—1
. . L+ .Tix <1+$+1>p-. (l+1‘+1) ’
bliver lig

A 4 D ita
.
z+1

Indsattes denne Veerdi i Noeevneren for (1 + ::L—D kan man skrive

=1
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1 1 1 ) pa-1
N (PR VAU T DU
G"“"_‘H“i pz+l pz+2 P+
el B
. 1+ 751
A -
{ ——1} ’p‘ -1
p oo )1+ TR <1+
1 +1
X ILITA—2 o JL I~
1 o0 21 ) ) _
( 1 )p- { o+ n —1}
1+.r+1 1+ r+1
1 1 1 -1 —_
) (1+ pw+1)(l+ $+2) .. .<l+ Mﬂk) H p® G(a+ A 1)
=Hx a i H). Xp‘ .
0 1+ ' G —
r+1 18
-1
7 (1+ )(l+ 1 =) ... <1+ ! ) me
Men TI1. pe+1 BT+ 2 T+ (p.r+p.+1 pa-1
s 1 r+1 ’

I+ r+1

som for » = oo convergerer til ur*-1,

IJ' ) D
For at finde [7, % = G& Gé .. Gy multipliceres Storrelsen med
1

sig selv, idet Factorerne tages i omvendt Orden, hvorved, da ¢l gtl—_= ,
® p- sin —
man erholder
et X 2 p-1
{ JiA G_} .
! " 1L, sinl
1t
. . A i~
dt, er L =_"_
Men, som bekjendt, ]lL sin " il 2
hvorved man faaer
1_
e = i) FE6(a+ 21

der efter denne Udvikling er gjeldende for enhver Vaerdl af «.

Efterat jeg paa denne Maade var kommen til dette Theorem, ledet dertil
ved den af Abel brugte Fremgangsmaade (oeuvr. compl. T. II pag. 28) ved Be-

. o 1 . :
viset for en analog Egenskab ved Integralet 2 —, har jeg hos Professor Ramus,
T .

i hans Larebog om Integral- og Differentialregningen, seet, at Theoremet forst
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er fremsat af Gaus. Det Beviis, der i dette Skrift gives efter Lejeune Dirichlet,
udledes af Integralet

f ( 1'— —x“) dr__ dlogTla
(1 da

—)

Herved er ogsaa Satningens Gyldighed beviist for de positive Verdier af « i
Functionen Ge. For at godtgjore, at den ogsaa gjelder for de negative Vardier
af ¢ i denne Function, maa man gaae ud fra

G(—pe) = =

poGua . sin por )

Nu er, som viist,

Gua = y““'“(Qn) " e (e« + )
og sin yom = 2" sin an Sln(a -+ I)n e sin(a + ”:1 )n;
men Sin(a + %)n = — sin(a —1+4 ‘%)n —_— Sin(a — “:)‘ )n’,
og saaledes

. -1t . . z . —
Sinuam=— (-—-1)" 2" sin an sm(a— l)n sm(a— %)n ces sm(a—- L pL ! )ﬂ'.
I8

Videre er GaG(a + %) . G(a + sx—;l —
= (a-1+—&)<a—1+%)...(a—l+ P“;‘).Go. G(a_1+l) G(a_1+3)...G(u-1+‘*_“)

=(o¢-—%)((x—%).. (a_E:l) Gag(a__)(;(a__ ( u—l

Indsxttes disse Verdier, faaer man
G(— )=
d-w
(_I)H '(Ha+1)(2n) 2 o+

f
|soe e o) (o ) (ol ,ca(a-_)

— ‘u‘(ll“+1)(2n)_2—ﬂ>‘ A—1

som fremkommer af Theoremet ved at saette — « f01 .

n l

(l+ n+l

Af Ge = og GL =1'n, kan Wallis’s Udtryk for = ud-

ledes; thi

|

|
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<1+ )-% 2n+2
— 0 n+2
(“ 2012 ( n+1
2n+2 )(2n+2
==} 5
eller m=II. el
o (n+2)
n+1
(2n+2)( 2n+2
r [ —— - r
. 2n+1 2r+1/ - n+l
Skrives ]OL = IOL Q"+2)(2”+2)H " (2n+1) 20+1)(n+2) °

(2n+2)
n+1
saa er, ved at swtte Factoren for =0 udenfor Tegnet /7, og siden -1 for n,

ITL(Qn 1+ 2)(2n+2) = 4 {)_11(272 1 4)(2n44),

2mi2 )( 2n+2 ]
2n+1/\2n+1 - ntl
altsaa J1, = 411"(% +4@nt+4) H *(2n+1)(2n+1)(n+2)

0 (72+2)
n+l
. {ﬁ (2n+4)(2n+4) (n+])} rtl
"(2n+1)(2n+1)(n+2)) (2r+1)(2r +1)(r+2)

_ (2n+2)(2n+4) r+1 )
— 4101"( (2n+1)(2n+1) ) 2r+1)(27r+1)(7+2)
Men ved at satte Fatoren for » =— 0 udenfor Tegnet /I og derpaa n-1 for »

o {T@nt t@n+ ) G0 DD {gn - s)endt-5)) 72

r+1

Indsattes og gjores » — oo, i hvilket Tilfeelde Hl convergerer til 1, har man

T+
. (2n+2)(2n+4) __ , 2.4.4.6.6.8
= 4H" G @nid) — 1835577 7
som er Wallis’s Udtlyk for n.
/ . G(—ma) __  sinarx. Ga
Man har G(—a) ~—  msinmarn.Gma’

hvilket i Forbindelse med Udtrykket for Gma giver

m—1

i A )_ mma42r) 2 sinanGa

sin mar Gma

. 1 m T
bliver, da G CEs)) G e ml —>

sit
V1

S 1
Er a— —— i
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~og da G(1—a)=

18

m o 1 moy mtow3 1\
H)‘G(—-— ):mm+1 22 5?2 gip_T (G'———)
1 m m+1 m+1 m+1
For m = 2, giver den forste af disse Ligninger
22e-17-4Qq
G ‘1 —_ )=
(z ) cos art G(2a)’
og den anden Gl =27 *(GL),

saa at G1 kan udtrykkes ved G} eller G2 ved G3.

Sattes videre i Udtrykket
m m-1
- )\ , _—
IIL G(a + ?> = m ™" (21) ?* Gma

(1—a) for a, erholder man
n mt

G —a)IT, 6(1—a+ 1) = mmtemris (2n) 2 Gm(1—a);

1 m

™

~———— bliver
sinar Ga ’

1 m-3

m n m
11, G(i—a+ %) —m ot 22 712 sinan Ga Gm(1— a).
1

Sattes m — 2, gaaer dette Udtryk over til
G(3 —a) = 2711 sin an Ga G2(1— a),
o le= i—lln%;%f((s: :)) '
Ved denne Formel kan, naar Ga er hekjendt fra
mellem 1 og 2 beregnes; thi set at a ligger mellem
mellem 1 og 3, og saaledes vare bekjendt; altsaa er i dette Tilfelde Ga be-

3 til 1, ogsaa dens Verdi
1 3 vil 2—q li
Log 3, vil §—a ligge

kjendt, hvis ogsaa (2— 2a) ligger mellem 1 og 3; dertil udfordres, at a ligger
mellem § og &, og er altsaa bekjendt i dette Interval; altsaa ogsaa, naar 2—2a

i 1 5 . 5 21 ' - g livoer
ligger mellem L og 3 eller @ mellem 3 og 21, altsaa og naar a ligger mellem

11 og 43 ete.; altsaa successiv for a mellem to paa hinanden folgende Led i
5 21 85

de to Rakker e

3 171

L3, 11 |

Betegnes een af disse Broker med i, saa er Telleren af den dertil svarend_’e i
n

Bloo N~
ol o

]t
=

den anden Raxkke 2n—¢ (thi 2——2&2-2); heraf fremgaaer, at for Neevneren
2i+1 (1)1

3 , 0g Broken bliver

2¢ er Telleren 20— 27 ... 4 (—1)'=
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2i+l — (_ 1)i+1
3.2¢
nederste, naar ¢ er lige; altsaa convergerer Brokene i begge Rakker til 2 3, og
vi have viist, at G2 kan findes, naar G3 er bekjendt. Saaledes behover man
blot at calculere Verdierne fra G1 til G2, og dette skeer hensigtsmeessigst ved

Formlen

, som hérer til den overste Reekke, naar ¢ er ulige, og til den

log G(1 -+ 0) = — ko + 5 (1 + o+ o)
)
PO )

ete.

2 3 4 .
eller, da %—-——‘*;——}—_";_ ... = 0 —log(1 4 ), kan man skrive

271 1

log 6(1 +w) = (1 — k) —log(1+ o)+ (g5 + 55 -+ )
i/l 1

— e tw )
0t/ 1 1

+ 4 (gt )

Coeflicienterne 2’,,% kunne, som bekjendt, gives i endelige Udtryk ved =, der-
1

som m er et lige Tal; naar m derimod er ulige, er det, saavidt jeg veed, ikke
muligt, og den ligefremme Addition vil paa Grund af Raekkens langsomme Con-
vergents blive altfor besvaerlig, naar ikke m er et meget stort Tal. Man maa
saaledes tage sin Tilflugt til det bekjendte Udtryk for Integralet Spx. Da imid-
lertid dette for o — 2™ danner en Raekke, vel med afvexlende Tegn og hvis
forste Led ere aftagende, men som siden bliver divergerende, bor det bevises,
at denne Raekke desuagtet kan benyttes, eller at Rakkens Rest fra et bestemt
Led er i Talveerdi mindre end det folgende Led. Denne Rest vil kunne bestem-
mes ved den af 4bel givne Summation af Rekken ved et bestemt Integral, og
saaledes ogsaa Grandsen for Approximationens Néiagtighed.

§ 5.
Integralet Spa kan, som let vil sees, udtrykkes ved folgende Roekke (idet

2g(x4-1)—2pz = gx)
Sipr=Cfprdr— gz 2 5= ¢'r+ 23 ¢"z +—2er’”x+etc,
5 &
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og naar ved Spx forstaaes Spx + Pz, bliver
— A3 m
Spxr— C—{—f(pvdx—{—z(px—}— L g'x + 2 Tog ¥ —l—m ¢"x -+ etc.,

hvor C egentlig er en peuodmk Functlon; men den periodiske Deel bort-

falder og C gaaer over til en simpel Constant, naar Functionen bestemmes

fra 2« et heelt Tal til hvilketsomhelst andet heelt Tal. Sattes, for at

bestemme Coefficienterne, ¢x —e™*, hvorved man har f(p.?:dx:-—]—'e““,
a

pMx = (— a)"e™, har man, fra z =1

_ _ _ A, a2 )
a —2a ax ax 2
e*+e*...fe=C+He ( _—«|—§ 2-{—1.2.3——etc..

e—a— e—(at+l)z ~a
Men Summen af venstre Side er _le—_a , som for & = oo bliver . d prp
medens hoire Side i dette Tilfelde reduceres til C; hvoraf C — e—a—a . Ved
at indszette disse Verdier, erholdes
e—azr—a — pax 1 Ala A2a‘2 . c)
l—e= ( + Tz T 123 o)

Multipliceres med ae** og overﬂyttes, har man

)
A,a3

a l1+e A, a2
—_— a ! —— . = 1 2 1 ete.
1 (2 + 1——e—a) ! 2 1—e= 1.2 + To3 1T o

Sxttes ¢}/ —1 for «, bliver endelig

A,c? A, Ageb
1__£ ‘Otﬁr-_ 10 3 5C /1.
2 '3 T2 " T2s3itizsase TPV

Da venstre Side er reel, bliver > =0, og saaledes 4,— 0, 4, =0, 4,=—0,

og 4,, d,, 4, etc. beroer paa Udviklingen af 1——-__;cot—.§, idet hveranden
tages med modsat Tegn af det, denne Udvikling giver.
Man har
ine—o(1— 21— _¢
St = @(1 ?2_)<1 22, 2 )(1 3" T2 )( 4" B

Ved at differentiere Logarithmen erholdes

cot p = - — 20 - 2¢ N etc.
"2(‘—;?) 22’”(’ — Eznz )
Altsaa :
c c c? 1 1 1
1— 5 cot == 2m2{ = -+ = + = },
_ 922 —_ 2 —_——
1 (27)2 2 (1 22(2m)2 ) 3 (1 32(2r)2 ) A

som, udviklet efter Potentserne af ¢, giver



21
c c c? 1 1 1
t—getg=—m (1t gt tg )
c? 1 1 1
+orm (gt gt
cb 1 1 1.
+oum(l gt get o)

og saaledes har man

4 1 51 4, 1 &1
1.2~ 2r2 ?‘F’ 1.2.3 23.7:4%"# ete.,

eller i Almindelighed

A oo
21 {ynt 1 ( 1 )
G(2r+1) (—1) 22n-1pgln Zlvx z )’

et almindeligt Udtryk for de saakaldte Bernouilliske Tal, og hvis Verdi be-

stemmes ved den bekjendte Sum af 2‘, _xl,—n
1
Man har saaledes
=3, Ad=— 3o 4, = 720 A =— 300 4= > 4u = — 350>
Ady—1, A =— 3561107 , A — 4:;;:7 , A= 222321207 LA 5143581 3
A, =— 1 81|386250045 5 A, — 169 21927 ete.)
A

t 2n—1
G(2n+1)
klart af Udtrykkets Form; men de Bernouilliske Tal selv voxe i det Uende-

er en Storrelse, som sterkt aftager, jo storre = bliver, er

lige; thi

oo 1
5, —
Li Aynir —Li G(2n+3)2-1-2ng=2n-2 ¥ p2nt2 (22+2)(2n+1)
m - mn o 9>1-2 . ¢ = _— OO
4, G2n+1)2i2n r2n w1 22 12

De Bernouilliske Tal har dbel udtrykt ved et bestemt Integral. Man har nemlig

0 etanm 1
Srre e tdt = = G2n,

altsaa naar £ seettes 1, 2, 3,

Agny 1 1 .
___n___ = (— n— octh-l f n—t —2t _3 . )
G(2n +1) (—1) G2n. 2271, p2n j;) di(e e 4 e etc.)

= (— 1)

1 Jioo g2n=1dt et
G2n.2"‘1.7t2"j0 1—et

*) La Place har givet et andet Udtryk for Bestemmelsen af de Bernouilliske Tal.
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Sattes for ¢ Storrelsen nt, er
n_ 2n o t2n-1gte-"t
Azn-l = (— 1)~ 921 f - .

1—e™™

s+ e () et el
o(e+g v—1)—e(s—g v—1)

2¢/—1 ’
Spxr — C+ﬁpxdx+g;+[) dt[ ( +“2‘;jz(::§l) 2 —1>:] .

Dette Udtryk tjener og til at bestemme Rakkens Rest. Sattes nemlig for

(et vmt)—glem b )

2v—1
Formel, idet den n' Differential betegnes med v(™, og eftersom de lige Diffe-
rentialer forsvinde naar ¢t =0,

2n N
vt =10+ 53 2 g V0t T vET0 4 G(z s 1)

it {(p(a‘+“.2‘ V——l) + cp(.z‘——— ‘/-—1)}’

d$2n+l 2

Altsaa er

Sox = C + fpxdzx + 2

Men Storrelsen inden Klammerne er lig

og saaledes er

Kortheds Skyld

—yt, saa er efter Taylors

f zanzw(‘ln-{-l) { — z)

Men w(2n+1) t— (__ 1)n+l(%)2n+1 .

og saaledes har man
. <P/_z- A3<p///$
Sopx — C—}—f(pxdx—}— -+ +1564

+ Azn—l
G(2n+1) _ -

+(— 1)"+1(%)2»+1G(21n+1) -/vaer:fl /; ”2"d2d2"+‘[<9<$+~1/ l)+q>(x——\/ 1)]

2d.z-2n+l

¢(2n—1>_z.

For at Raekken for Spx skal vere convergerende udfordres, at denne Rest for
det voxende 7 bliver forsvindende, og man finder de Grandser, mellem hvilke
den ligger, saaledes

d(2n+1)[@(x+1;—z V—l) +o\lr— t.;_z \/'—1)]

t 520
Soindz., St
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I T R )

— oyl 2drenti ’
hvor ¢ er et Tal beliggende mellem 0 og 1. Altsaa er Resten

ot ) ( It )]
n+ —_— _— —_
(—1)+ (2r+2) 1 f”t2"+ldt a* ’[@<I+ 2 V—1)+o\s 2 v—1

G2n+8) 2t S o iy Szt 1 :

t 2n+1
Ved at tage Integralet af jo‘”_ta_ﬁ og multiplicere med et Medium af Fun-
e —1

ctionen mellem ¢=0 og ¢{=oco, som kan betegnes med ¢M ., faaer man
Aontr @ o( + tMyoo vV —1) + @(2 — tMyo. vV —1)]

G(2n +3) 2dzr2nt1

Naar altsaa y®*+1)¢ ikke bliver uendelig mellem ¢==0 og ¢==o0, vil man kunne

Resten lig

angive Grandsen for Approximationens Noiagtighed.

1
Er gooxr— , har man

e

d2n+l(_L)
z* = (— 1)+ po(r+1). .. (p+2n) = (— 1) G(p.+2n+1)
dz2nt1 - ph+H2nt1 - Gp‘_wp..f.gnﬂ}_l P

og altsaa det dertil svarende Led i Udviklingen af SLU. lig
It

oo 1
(— 12t G 2041) A gy (=12 Gu+ 22 +1)2: ('—‘“zzm )

t — —
2 G(2n + 3) Gp.. sP+2nt1 2entig2nts Guattentl ’

og det nermest foregaaende

(—1)3m-1G(p.+2n—1)3s —
1

t —
-l 22n-1722 Gy, , gh+2n-1

Disse to Led ville altsaa have afvexlende Tegn og deres numeriske Qvotient er

® 1
bang1 __ (p+2n)(n+2n—1) ?z s2utl
Lo 227222 = 1
n 2z T
1
o 1
2z 21

Da ‘—1— < 1, bliver

o)
E4

2n
1 1

{onta < (2 + 2n) (1 + 22 —1) < (v + 22) (1 + 22 —1)
227222 3622

t‘Zn—l
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(v 4+ 2n)(p+2n—1)
36 z2
og det er muligt at give x en saa stor Verdi, at hvilketsomhelst Led falder
ind under disse; ligesom det ogsaa er klart, at for hvilkensomhelst Veerdi af x
vil, naar 2r2x < u 4 2n— 1, ethvert efterfolgende Led i numerisk Henseende
blive storre end det foregaaende og tiltage i det Uendelige.

Saalenge altsaa < 1 bliver Rekkens Led aftagende,

Men omendskjont Rekken saaledes ikke er convergerende, bliver det mu-
ligt, at bestemme en hdiere og lavere Greendse, inden hvilken Integralet maa
falde efter den Methode, som i det Foregaaende er udviklet.

1
2a4+1_—
Da EHTE Ge-2m+1)
—_—— '
da2nti Gpattantt

bliver Resten
G(+2n+1) y, 1 1
— S + )
n (@ + t My 0. v/ —1)PH2nt1 (T + tMy 0. |/ — 1) H2nH1

R S R v}
{<z+% \/—1>k (.z'———:—\/-—l)kl} l:x2+(-.:—>2:|k

E4 k % k
som kan settes under Formen <1 "o \/—1) ’ <1 A 1) .

()]

Gjor man ;—x = tgu, (fra =0 til u= %), gaaer dette Udtryk oveT til

b

cosku[(cos w +y/ — 1 sinu)l + (cosu —/—1 sinw)'] __ 2cosku coslu
P — ok ’
hvis storste Verdi indtreefler, naar » — 0, og reduceres da til =3 altsaaler
z

den storste Talveerdi, som Resten ikke kan overskride,
G(n+2n+1) 1
Gu..G(2n+3) T phrentr

og saaledes lig det efterfolgende Led, naar Reekken videre fortsattes.

Men Resten maa ogsaa have samme Fortegn, som det cfterfolgende Led;
thi 2 kan stedse tages saa stor, at, naar Leddet med Coeflicienten 4,, , horer
til de aftagende, dette ogsaa er Tilfeldet med det folgende, og da Restens nu-
meriske Vardi i saa Fald bliver stedse mindre, folger deraf, at den maa tages
med samme Fortegn, som det efterfolgende Led.
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Saaleenge altsaa Reekkens Led ere aftagende, ligger Integrales Veerdi mel-
lem Summen af dens 2 og dens (z-} 1) forste Led, og, som vi have seet, er dette

. (o + 27)(p + 22 — 1
Tilfzldet, saalenge % )3:12 ) < 1.

Dertil udfordres 2n < 62 — p.
Antages 2 = 10, er altsaa Rakkens Led aftagende, saaleenge 22 ikke overskri-
der 60 — u.
Vi have saaledes
st __o___1 1L pdy per)(e+2)d
zt patt-1 2% 1.2.g%+1 2.3.4.2M43

Gu+2n+1)  Aonps
Gu.G(2n +3)  gHtentr

ete.

For x — >0, reduceres haire Side til C, og altsaa C = S, L,; , som vi ville be-

1 T
tegne med S, og saaledes har man
m G( +2n+1)4
szSxL_}_ 1 1 powd i L4 ete.
1 ot pmt-1 2m 2mt+1 Gyp.G(2n+3)mP+2nt1

Er u =1, bliver _‘i_r_—_logx, og da 1—|—-%—|—%...+—l——log(7z+1)

n+1
’
n

:1—]0g2+%—10g%...—|—%—]0g

der for 2 = co bliver — % i den givne Udvikling af Functionen log G(1 - w);

GO +2n+1) 1
fremdeles er — saa at man har
G(2n + 3) 2n+2°
m
1 1 A A A
h— S - _ L 3 5_...
‘15; m log m 2m + 2m? + 4m* + (0

Saaledes kunne A, samt §,, S, etc. beregnes ved at give m en bestemt Verdi.

For at bedomme Approximationens Ni’)i'agtighed, naar m giver Vardien 10,
og man gaaer til det Led, hvis Coeflicient er A,;, hvor = — 12, hvilket hérer
til de aftagende, indtil 4 bliver 36, kan man slutte saaledes:

Dette Led vil for

u=1, p=2, =3, upn=—4, u=>5, w =6,
dys 1 Ay, 27 Ay, 2128 A, 272820 A,, 27.282930 d,,

.1
faae Veerdierne e 7002, 1037 3 {076 2. 3°10%5° 2.3.3°1050° 3. 3.4.5 1051

Den storste Verdi erholdes, naar © = 3; hvoraf folger, at naar Approxi-

mationen fortseettes til 4,;, opnaaes for denne Verdi af « den mindste Noiagtighed.
&
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Da nu 4,; omtrent er 1,5.10°% og 4, )( 7 omtrent 20,25.10%, bliver det dertil

zo,z’).m It det nmrmeste 2
__1028 , allsaa paa de narmeste W

Saaledes vil man under denne Forudseetning kunne bestemme 8, med 20 Deci-

svarende Leds Talverdi omtrent

maler, og altsaa de ovrige med en endnu storre Noiagtighed.
Med 16 Decimaler har man, da
8. 3 = 2,9280682539682539,

0g log nep 10 = 2,3025850920040457,
h = 0,5772156649015328,

og ligeledes: §, = 1,6449340668482264,
S, = 1,202056903 1 505942,

S, = 1,0823232337111381,

§, = 1,0369277551063632,

§, = 1,0173430619844491,

S, — 1,0083492773866018,

S, = 1,0040773561979443,

§, = 1,0020083928260822,

§,, = 1,0009945751278880,

S, = 1,0004941886041094,
S,, = 1,0002460865533080,
§,, = 1,0001227233475857,
S,, = 1,0000612481350587,

S, — 1,000080582363070,

S , = 1,0000152822594086.
Ved at multiplicere 4, S, — 1, §, — 1 etc. med Modulen til de Briggiske Loga-

nthmel 0,4342944819032518 og betegne Producterne med «,, «,... findes

— 0,2506816, — 0,0036260, ;3 =0, 0000533
«, = 0,2800913, ¢y = 0,0017708, ¢,5 = 0,0000266,
«y = 0,0877522, «, = 0,0008733, a,, = 0,0000133,
o, = 0,0857527, ¢ = 0,0004319, ¢, = 0,0000066,
o, = 0,0160375, «,, = 0,0002146, ¢, = 0,0000033,
s = 0,0075320, «,, = 0,00010609, 5 = 0,0000016.

Heraf sees,
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log Br G(1 4 0)==1.0,1836129 — log Ir (1 + 0) 4+ 0* 0,1400456,
— o? 0,0292507 4+ o* 0,0089382,
— ©® 0,0082075 4+ w® 0,0012553,
— o' 0,0005180 4+ »* 0,0002214,
— w? 0,0000970 4 »'° 0,0000432,
w*' 0,0000195 4 »** 0,0000089,
— ©'? 0,0000041 + »'* 0,0000019,
w*® 0,0000009 4~ w*® 0,0000004,
«*" 0,0000002 4 «** 0,0000001.
Ved at sette @ — 1 vil man finde log B» G2 = 0, som det bor vere.

Naar derimod x har' en meget stor Verdi, vil Udviklingen af Integralet
Jyx ved de Bernouilliske Tal ogsaa kunne anvendes til Evaluationen af Fun-
ctionen Gz.

Man har nemlig  flog x.dv = a log v — «,

d2m.(_1_)
dzmtllogr z/ __ G2m+1)
dr2mtt T dgm T~ gembr 2
G(2m +1) A‘2m+l Azm—{-l
G(2m + 3).22mF1 — (2m + 1)(2m + 2)z2mF1
hvoraf, (idet Spxr — Spx + ¢x),
A A,

& . A
.Elogx::wx-]—(.z-——%)logx—x—{—r_z‘_—;+ W -}- 5.6.5x5 -+ ete.,

hvor yx er en arbitreer periodisk Function.

samt

Skal dette Integral falde sammen med Functionen log Gz, maa den arbitraere
Function bestemmes i Overeensstemmelse dermed.

Vi have seet, at
m-q

m-1
GxHHG< x - ):m%‘“’”‘(gﬂ) z Gmaz.
Dette giver, ved at saette x saa stor at de Led, som ere multiplicerede med en

negativ Potents af x forsvinde,
yr 4 (r — 3)log x — x,

+ (o + —1~)+(x+_—g>loo-
Pt )t e +—,; —F

(D) o (o ) o (e )

m
7
47
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= ymax - (mxr — 1) log mx — mz 4 (} — mx) log m - ’";‘1 log 2.

Ved at bemzrke, at log mx — log m -} log x, samt at
(m—1)xlogr — [(x—}— % —%) + (x+ %—%) cee (x—l—- mn_ll —%):] log x,

hvorved de logarithmiske Led af » faae Formen

1

"—‘+i'§
log(l_'_L m ,

mx
[Ty
. 7+f —
og derhos, at Lim (1 + n_‘;_ —em™,

idet f er et endeligt Tal, har man

poty(rt )+ v(z+ =) .o 2L = yma 2
Da Gz skal vere en continuerende Function, maa ogsaa yx vere det, og det al-
mindelige Udtryk for denne, f.sin2umx, cos 2unz, kan saaledes tenkes udviklet i
Led af Formen A + 2'4; sin 2inx + 2B, cos 2inx.
Altsaa kan man satte

wx+w(x+%)+w(x+%)...+w(x+ m—1)

m

log 2x.

m-1

m-1
— > 3" A, sin 2mi i ' B.cos 2ui H).
=md } L%HA. sin an(x—l— m) -+ Z,ZOMBl cos 2m(x -+ m)
Man man har i Almindelighed

’:()‘-iA‘- sin an(x -+ %) =0,

© om-1
og %‘HBi cos 212(.@ + %) =0.
v-1__ W)y -1
%) Af 2V 1 4 om0V 1, (@ 200V -1 | arpo) V-1 — ¢ elotoa+o) v -1i
1—e2V-1
vil man finde
+
cos(.z'+ %) sin _(‘092—0)
cos T + cos(x + ) + cos(z + 20) . . . +cos(z+ p0) = m
sin -
2
sin(.z'+ o;p) siniﬁ—)p—;——g)—
og sin z+sin(z+v)+sin(z+20) . . . +sin(z+p0) = 5 ,
sin -
2
2w

hvilke blive 0, naar v =— o 08 p smttes (m —1).
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Herved har man mA = y(mzx) + ﬂ’;—l log 2x,
eller yx reduceres til Constanten 4 — y(mzx), der saaledes hefindes at veere
1 log 2.
Naar Integralet 2 log o skal tages fra 2 — 1 til 2 — hvilketsomhelst heelt

Tal, vil, i hvilketsomhelst Tilfelde, w2 erholde samme Vardi, som under denne
Forudsztning ogsaa vil kunne findes ved det af Wallis givne Udtryk for n.

Vi have saaledes
¢ , A A A
2logxr =log Gx—=1log2n 4 (x—})logzx — x4 1.212‘ + 3_4;3 + 5.6.;6 + ete.

Forovrigt synes det klart, at, naar man paa to forskjellige Maader kommer til et

endeligt Integral, man ikke uden videre kan antage disse Resultater paa en Con-
stant nar for identiske; thi i det ene kan en periodisk Function vaere indeholdt;
overhoved vil Bestemmelsen af Constanten for to felleds Veardier blot afgjore, at
disse to Integraler for den Verdi af den Variable, samt for de &vrige Vardier,
hvis Intervaller fra den forste er et Multiplum af den antagne Differents falde
sammen, hvorimod de mellem lutervallerne kunne divergere fra hinanden.

Idet man saaledes betegner ct endeligt Integral efter en bestemt Udvikling
med en bestemt Signatur, saaledes som f. Ex. Abel i forskjellige Opsatser i hans

samlede Varkers Il Deel pag. 15 etc. har gjort ved at betegne 2’% efter en

bestemt Udvikling med Lz, bliver det fornddent, naar man ad en ganske forskjel-
lig Vei kommer til dette Integral, ikke alene at paavise, at disse to Udviklinger
falde sammen for en bestemt Veerdi, men ogsaa, at de inden Intervallerne
stemme overeens. Forsommelsen af dette forekommer mig at veere en ve-
sentlig Mangel i disse Opsatser.

Udviklingen af Zlx ved Bernouilliske Tal tjener ogsaa til at paavise andre
Egenskaber ved Functionen log Gx.

Ved Differentiation har man

dlog Gr ].)___ ) 1 4, A,
dr — Z(; =log » 2z 1.2.22 434
A .
3 1 3 v
Naar x > 1, bliver m> 4.5 08 efter hvad vi have seet
dlog Gz | 1 1
ot - Bl 0 —_—— .
dx = log > 2z 422

Altsaa kan Differentialet ikke blive Nul med mindre
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log 2z < ;;-I— —2417 s

det er, med mindre z < 1,5.

Folgelig er Functionen Gz kun modtagelig for Maxima og Minima, naar
Vardierne af x ligge mellem 1 og 11. '

“I'den forhen givue Udvikling for log G(1 + ©) efter Potentserne af o vil
man finde andet Differential positiv for enhver Vaerdi af o under &> 0g at forste
Differential blot engang skifter Tegn fra © =— 1 til ® = 0. Heraf sees, at 1ste
Differentialcoefficient sat 0, har een og blot ecen Rod beliggende mellem disse

Graendser. Imellem 0 =0 og w=—=-—1 ville alle Led i forste Diflerential blive
negative; altsaa kan intet Tegnskifte i dette Interval finde Sted. Altsaa har Fun-
ctionen G(1 4 ©) fra w =—1 til ® = oo blot et Minimum, som falder mellem

G1,4 og G1,5.
' Den anden Differentialcoefficient af log Gz, udviklet efter de Bernouilliske

1 1 A A
Tal ol N B O 3 ete.
al, er $+2$2+$3 —|—$4 ete.,
d? log Gz 1 1
altsaa er, naar x > 1, 'd—; > + oo

som stedse er positiv; ligesom og Udtrykket for dette Differential, udledet af
Raxkken log G(1 4 ) efter de stigende Potentser af o, viser, at dette ogsaa er
Tilfeeldet med Hensyn til de negative Vardier af o til o =— — 1, altsaa indtil
=0 i Udtrykket log Gx; heraf folger, at i Curven udtrykt ved Ligningen
y = log Gx

er y uendelig for x =0, bliver 0 for x — 1, har et Minimum mellem » — 1,4
og x — 1,5, bliver atter 0, naar x — 1 og voxer derfra i det Uendelige, uden
Maxima, Minima, Inflexionspuncter eller saregne Puncter. Dette maa ogsaa
mutatis mulandis veere Tilfeeldet med Functionen Gx. |

M
ey

" |
Ligesom Gz kan udtrykkes ved J/7, naar « = }, saaledes vil i visse Til-

felde denne Function kunne udtrykkes ved elliptiske Functioner.
Vi have nemlig (§ 3)

1 gb-1der 1
1 —_ prin\n — 2
o ( m) m I‘(—B-— 41 _‘l)

hvilket Integral for » — 3 eller 4 er umiddelbar elliptisk, og giver for § — 1,
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St =Y =28 Fisints
o V(=33 ’

3 T2
1 dr . \/7‘: I‘:*L R —‘;‘ Fl <i 4 0
./; vi—z% 4 T3 Sin 45%

idet 1 (¢) angiver den complete elliptiske Function af forste Art med Modulen c.

Da nu paa Grund af
I'al(a+ ) =2V nI2a

vi finde I3 = 242%™ (1Y),
riry=gi.g
3 7 )
erholdes I'L =V/(2°.3% nF* sin 15°),

I'L =2}/ (n*. F* sin 45°).
Af I'L findes I'}; og og ved i Integralet at sxtte m = 8, har man

Py (£ e T 12) ) [t g £ )]

Ligesaa I'}; kunne udtrykkes ved en elliptisk Function; thi ved i Formlen for

I'ma at sette m — 3, a = {\;, erholdes
I'js I'f5 '3 =38"2ar'],
1 B R
men g, =2sin15°n* I\, I'g,
hvoraf sees at I';; kan udtrykkes elliptisk, og altsaa ogsaa Integralet
ju dr __ VT r&s '2--‘}(]_"1%)2
o V(1—zt2) 12 T rr

der ellers ikke ved de almindelige Substitutioner kan gjores elliptisk.

Naar I}, '}, I'L, I'}y; ere bekjendte, ere disse Storrelser ogsaa be-
kjendte for hvilkesomhelst hele Tzllere; heraf vil i visse Tilfelde fremgaae Rela-
tioner mellem de elliptiske Functioner af forskjellige Arter. Saaledes er f. Ex.

T
j‘l__??:d_r . 2-;_, 2 cos2pdop
o v (1-z%) 0 (1—sin245%sin2q)*
T T
o™} Fa ' __Qin2 2.0\ ‘2 d(p
=2 ( 21“’ th)l/(l sin*45 sin 2 j(, v/ (1 —sin245 sin2o)

— 27%(2E*sin 45° — Fsin 45°).
Men LV R A

o Vv (1—uax%) - T 2% I sin 450 .

. ) —_— 3 7t_ M
Heraf E'sin45° = E‘(Fl sin45° - 2F! sin 459 ) )
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§ 6.
1 ogpe1g 1 I‘il"(l-—n)
Af Integralet _(_I‘T__z)_ =_. ”;
o (L—am)n m
: F(n_z +1— n)
Umngf-1dzr r % Il — =)

T —mn, .
= )
m

For m =0 findes Limiten af hoire Side ved de Bernouilliske Tal; thi idet £
m

folger

sattes uendelig stor, har man

B

mn—1 I‘ _

Corn)

log — ™ — = (n- 1)Iogm+( 1>log%-(%-%+1—n)log(£—+l-n)+(1-n)

| I
=—logm(£ 41 —n) " —log(14 % (1—n))" 4 (1—n).

For b — 2 — oo, bliver Lim (1 + % (1—72)); - = e

m
og log[m(% +1— n):|l_n = log f*™.
mn-1T B
Saaledes er Limit — " _ — g, .

NE.

Venstre Side antager Vaerdien 9, der bestemmes paa szdvanlig Maade og findes

S xB"l(log ;> .dx, og saa]edes har man det bekjendte
Sirat(log L) = g1 r(1—n).

Er m negativ, discontinuerer hoire Side, og vil ikke kunne reduceres ved at
skrive G for I, og gaae over fra de negative Veerdier til positive ved Formlen
G(—a)=——_TF

Men i dette Tilfeelde har man
n+6

1 (-m)nab-ldz __ g mrab-ldz flmn.z""""‘P*ld.z- _ meiT - F(1—a)
S =S e =S e = . i3 +1—n)
m

X

%.
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1 Professor Hansteens Mecanik, § 397, findes folgende Udtryk for Ud-
stromningen af et Fluidum gjennem Aabningen paa et Kar

=y

og antydet, at dette kan, mellem Grandserne 2 — H og & =0, udtrykkes ved
de Eulerske Integraler.

Man har ogsaa ved at saette —h- =z,
ey
som giver T—= V( ) V(n2—2)

T— ]/(Egﬁ for n? =2,

1
L s —2)

for 2 > 2,
(z—(n—_?ﬁa)

3—n2

Lo ,
T= V( ) v(z—nz) r(zignzn)i%) for »* < 2.
o

S$7
=] (1+ 1)
Man har (§ 4) (1+p)—-
NEON
o < G(1+p) Iy (z+n)(z+p—n)
og saaledes e eiip—n — "o @)
for enhver Verdi af » og p.
Nu er
(z+y)(z+y-1)--(z4y- "'1) — &(z-1).. (Jf n- 1) + .z'(m 1)...(z-n- 2) K2 + x(w 1) (e-n-3)y.y-1
1 .. 2....n 1.2, .. .nl 1T (nZ)lZ
1T y:(y 1) ... (y-n- 2) + y (y 1) . (y 7-—1) )
1 1.2..... (-1) ~ 1.2...... n

Hvilket Theorem blandt andet kan godtgjores efter Cauclz y, ved at gaae ud fra,
at to hele Functioner maa vere identiske, naar de faae samme Vardi for et Antal
Verdier af den Variable, der overstiger Ligningens Grad, hvilket og med behé-

rice Modificationer kan udstraekkes til hele Functioner af flere Variable.
5
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I ovenstaaende Udtryk angiver begge Sider af Ligningen Antallet af Combina-
tionerne til » for alle mulige hele Verdier af x og y, naar deres Summa over-
stiger n. Ligningen maa altsaa vere identisk. |

|
\ . R !
Dette giver, efter den her brugte Betegning, |

Y R G(l+p+9q)
' G(l+n)G(l+p+q— n) :
G(1+p) + G(1+p) G(l+q) 4+ G(1+p) G(1+q) 4+ etc.,

T GQin)G(lipn) | GnGRipnm) G2.Gq G(n1)GB+pn)  G3

!
som, da G(r—m) — oo, naar » — m er negativ heel, kan skrives ‘

G(lp+g) - 1 o
1) G(1+n) G(1+p+gq-n) _.G(1+p) G(H_Q)‘:‘“ G(n+1-p) G(14+1.) G(1+p-n+p.) G(l+q—gx)?

eller, med Producter af et uendeligt Antal Factorer,

7 (z+n)z+p+g-n) _ Sy gy (z+l-p)(@+p-n+yu)(z+u)(z+g-u)
R A I v Rraey v

som gjaeldende for enhver heel positiv Verdi af ».

Men ogsaa naar q er et heelt positivt Tal, er Ligningen gjeldende for n —
hvilketsomhelst Tal; thi Ligningen kan skrives
5) Gl+p+q) ¥ G(1+n)G(1+p+g¢g—n)
Gl+p)G(l+g) ~ " Gl+n—p)G(u+1)G(l+p—n+y)’
som bliver identisk for hver heel Veerdi af »; men naar ¢ er et heelt Tal vil den

kunne szettes under Formen
(p+o(p+g—T)-..(p+l) __ (p+g—n)(p+g—1—n)...(p—n) 4. (p+g—1)...p+1—n
1 1

qg. (g—=1) ... 1 g ... (q—1 (¢—1 ... 1
mau—1 (prg—mn)...p+2—mn n.(n—1)...n+1—¢q
+1.2 (¢—2) . . .1 "'+1.2...q ’

som er afsluttet, og rational. Da denne Ligning fyldestgjores for enhver heel
Verdi af », maa den og veere identisk uafhaengig af »; og altsaa vil dette og
vaere Tilfeeldet med Ligningerne 1 og 2, der saaledes ere gjeldende i Alminde-
lighed, naar enten ¢ eller = er et heelt positivt Tal.

Er derimod baade n og ¢ brudne, vil Rzekken under Summationstegnet fort-
settes i det Uendelige, og Qvotienten mellem to paa hinanden folgende Led af

(—=2)(—9) .
Rakken 1, er G Dprlip—n)

hvoraf fremgaaer, at Rakken convergerer til en bestemt Summa, naar hver Fac-

tor i Telleren er mindre end en tilsvarende Factor i Navneren. Men at den
convergerer til Storrelsen paa hoire Side af Lighedstegnet, er vistnok hoist
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sandsynlig, men tor dog neppe antages uden Beviis, hvilket det ikke er lykkets
mig at finde. Thi at Ligningen 3 er uafheengig af » for n eller ¢ et heelt Tal
og saaledes ogsaa det dertil svarende Product af et uendeligt Antal Factorer,

;I (z+p—pYa+p)a+p —n+p)z+g—uw)
1 (g+m) . (@) (@tptg—mn) .z :
beviser ikke, at dette er Tilfeldet for ¢ og = hvilkesomhelst. Man kan nemlig

nemlig 2 ,
0

teenke sig mange Functioner, i kvilke dette ikke er Tilfeldet; saaledes

sin ugn sin 2nm, hvor A og u ere hele Tal; naar enten ¢ eller » ere hele Tal,

er dette Udtryks Verdi uafhaengig af disse; men dette finder ikke Sted,

naar denne Betingelse ophorer.

Eftersom Forordningen af 7de Novbr. 1809 bestemmer, at den Skik ved
flere Skoler ved Programmer at inddyde til de offentlige Skoleexaminer efter-
haanden skal soges almindelig indfort, en Bestemmelse, som denne Skoles talent-
fulde og fortjente Bestyrer har sogt indfért her, har jeg fra min Side ikke troet
at burde unddrage mig fra den Pligt heri at understotte hans Bestrebelser,
saavidt det stod til mig. Herved er ogsaa det Standpunct angivet, hvorfra jeg
onsker dette Arbeide betragtet, nemlig som en ved Lovgivningen paalagt Pligt,
og derhos som et Vidnesbyrd om, at jeg har dyrket det Fag, som er mig
ved denne Skole betroet.

H. drentz.

Tilleg og Rettelse til § 5.

Ved at bestemme den periodiske Funetion, som er at tilfoie Udviklingen
Slog L efter de Bernouilliske Tal, for at bringe den til at samstemme med
=] T S

log Gz eller log Iz, er jeg gaaet ud fra, at denne, paa Grund af Continuiteten,
kan antages at vere af Formen
A + XA, sin 2i7 + 2B, cos 2in.

Men dette er allerede en Specification, hvortil man ikke er berettiget. Bestem-
melsen af denne periodiske Function kan derimod skee paa en stringent Maade
efter Udviklingen i § 6.

Ved at benevne den periodiske Function vy, og gaae frem, som er viist
i dette §, vil man finde, idet 7 nzrmer sig ubestemmelig til 0,
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B
mr-1 —
Lim log - m __ (n—1) log p’-{_wg __w(_ﬁ_ 41 _n),
B m .m
I‘(;;+1 —n)
eller, ved at sette log g2 for yu,
mn-1T E o) E
Lim 5 "= 3 m L
F(E+1——7I) (p(;-*—l—ﬂ)
. *1 mnyB-ldr -
Men vi have seet, at jo =y
naar m nermer sig ubestemmeligt til 0, gaaer over til
_ 1\
oo (ng 1)
Altsaa lhar man
1 —n @ m Al
Sra(log LY dr = — ™ pmir(t—nm)

| (Z1)

Men paa den anden Side har man

/(',Ixﬁ—l(log %)—"dx =1 I'(1—n),
g
®m
og saaledes —r 1,
cp(;+1—n>
naar m nzrmer sig 0, og uafhwengig af », der kan gjennemlobe alle Veardier fra
0til1. Saaledes vil q;(% +1— n) fremstille alle mulige Verdier af den perio-
diske Function. Heraf folger
B (E 1 — n) = Constant
(pm—(pm+ n ) = Constant.
Altsaa er og yxz en Constant. Settes denne — 4, gaaer Udtrykket i § 5

voty(z+ L)+ y(a+2) . u(e+ 220 = 2 Liog 2n 4 yma

2

over til mAd — m;’ 1 log 27 4 A.

Og deraf A =vyxr=1log 2n.




Skoleefterretninger.

A. Skolens Lerere.

Overlerer Johannes Musceus, Skolens Bestyrer (fodt 1802, Candidatus Magisterii fra 1830,
ansat som Adjunkti 1827, udnevnt til Overlerer i 1832), ansat 1843, Gage 900 Spd.

Adjunkt Hans Severin Arentz (fodt 1805), ansat 1829. Gage 600Spd.

Adjunkt Vincent Stoltenberg (fodt 1814, Candidatus Magisterii fra 1840), ansat som Hjzlpe-
lerer ved Skolen 1841, som Adjunkt 1846. Gage 400 Spd.

Adjunkt J. Kristian D. Elster Bodther (fodt 1823, Candidatus Magisterii fra 1847 %), ansat
1848. Gage 300 Spd.

Timelererpost vakant. Gage 300 Spd. .

Adjunkt Blom blev i August f. A. udnavnt til Overlerer og Bestyrer af Tromso Middel-
skole og fratraadte sin Lererpost ved denne Skole den 15de September s. A. Under Yakantsen
har hans Formand som Adjunkt, Sognepraest Wesenberg fungeret som interimistisk Lerer.
Adjunktposten er senere bleven forandret til en Timelxrerpost.

B. Klasseinddeling.

Skolens Disciple ere inddeelte i 4 Klasser.
1ste Klasse. Underviisningsgjenstandene ere her Norsk, Latin, Religion, Historie,
‘ Geografi, Regning og Skrivning. Discipelantallet er 5.
2den Klasse. Underviisningsgjenstandene ere her Norsk, Latin, Graesk, Tydsk, Reli-
- gion, Historie, Geografi, Arithmetik, Geometri og Skrivning.
Disciplenes Antal udgjorde ved Skoleaarcts Begyndelse 6, og udgjor, efterat
ved Udgangen af 3die Kvartal en er udgaaen, 5.
3die Klasse. Underviisningsgjenstandene ere her Norsk, Latin, Gresk, Tydsk, Fransk,
Religion, Historie, Geografi, Arithmetik, Geometri og Skrivning.
Disciplenes Antal udgjorde ved Skoleaarets Begyndelse 5, og udgjor, efterat
ved Udgangen af 2det Kvartal en er udgaaen, 4.
4de Klasse. Underviisningsgjenstandene ere Norsk, Latin, Gresk, Hebraisk, Tydsk,
Fransk, Religion, Historie, Geografi, Arithmetik og Geometri.
Discipelantallet er 4.

Kursus er i enhver Klasse 2 Aar. Dog vil undertiden en tidligere Opflytning fra en af
de 3 necderste Klasser kunne vere hensigtsmassig; men i dette Tilfelde vil i Almindelighed
Kursus i en af de folgende Klasser blive saa meget lengere.

Samtlige Underviisningstimer ere henlagte il Formiddagen, idet Underviisningen begynder
Kl. 8 'og fortsettes til KI. 10, Timen fra KI. 10 til 11 anvendes til Legemsovelser og Legems—
bevegelse i fri Luft under en Lerers Opsyn, Underviisningen dern®st fortsettes fra Kl. 11
til 2, dog saaledes, at der ved ethvert Timeskifte tillades Disciplene i 5 Minuter at gjore

sig Bevagelse.

\

*) I forrige Aars Program var ved Feiltagelse anfort 1845.



Hvormange Timer der erc tillagte ethvert Fag, udviser nedenstaaende Tabel.
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C. Skolens Virksomhed i Skoleaaret.
Lde Klasse.

Norsk (Museus). Af Musceus’s “det Norske Sprogs Grammatik® er gjennemgaaet 2den og
3die Deel. Derhos ere 21 af hver Discipel udarbeidede Stiildvelser gjennemgaaede.

Latin (Museus). Horatii carmin. 1bb. I & II, Cic. de off. Ib. I, Taciti de situ, moribus &
populis Germanie. Derhos ere 72 af hver Discipel udarbeidede Stiilovelser gjennemgaaede,
og 1 Time ugenilig anvendt til Extemporalstiil.

Gresk (Museus). Sophoclis Antigona, Herodoti Thalia, hvorhos Grammatikens Syntax er
gjennemgaaet. '

Hebraisk (Wesenberg). Gesenii Lesebog, den prosaiske Deel samt de i den poetiske Deel
indeholdte Psalmer. Lindbergs Grammatik repeterct fra Begyndelsen til de uregelmassige
Verber incl. ‘
Tydsk (Wesenberg). Hjorts Lesebog fra P. 195 til P. 417, samt forskjellige Dele af Gram-
matiken. '

Fransk (Stoltenberg). Bjerrings Lesebog [ra Begyndelsen il Enden; Borrings Grammatik,
de uregelmessige Verber samt en Deel af Syntaxen.

Religion (Wesenberyg). Repeteret Stenersens Lxrebog, samt af Herslebs Bibelhistorie Apost-
lernes Historie. Repetcret Matth@ei Evangelium i Grundsproget.

Historic (Bddtker). Af Munchs almindelige Verdenshistorie er lest fra Rom soin Keiser-
domme (p. 223) til Reformationen (p. 567), og med Dimiltenden desuden repeteret den dvrige
Deel af denne Bog, samt den nyeste Historic efler Lassen, saavelsom Skandinaviens Historic
efter Munch. o
Geografi (Bddtker). Platow’s “Udtog — for Mellemklasserne¢ med Undtagelse af Asia og
Afrika, med Dimittenden den hele Bog. '
Arithmetik (drents). Repeteret Holmboes Lerebog. Ovelser anstillede i Opgavers Losning.
Geometri (Arentz). Plantrigonometrien gjennemgaaet. - Repeteret Geometrien efter Holm-
boes Lerebog. Desuden ere Ovelser anstillede i Losning af gcometriske Opgaver.

3die Klasse.

Norsk (Wesenberg). Museeus’s “det norske Sprogs Grammatik“ 2den Decl samt 3die Deel
1ste og 2det Kapitel. Derhos ere 20 af hver Discipel udarbeidede Stiilovelser gjennemgaacde.



Latin (Wesenberg) Cesaris Comment. de bello Gall. Ibb. VI & VII. Cic. Orat. IV in Catili-
nam. Repeterct Bugges Grammatik fra Begyndelsen til Enden. Derhos ere 58 af enhver
Discipel udarbeidede Stiilovelser gjennemgaaede, samt 1 Time ugentlig anvendt til Extem-

a  poralstiil.
Grask (Arentz). Xenoph. Discipling Cyri lib. 1. cap. 6. og lib. I Af Langes Gramm. ere

enkelte Partier af Syntaxen gjennemgaaede, samt den ctymologiske Declrepeteret.  (Musceus)
Homeri Odyssee § & v. ,

Tydsk (Wesenberg). Hjorts Lesebog fraBegyndelsen til P. 193; Smiths Grammatik, Form-
leren repeteret.

Fransk (Stoltenberg). Borrings Lasebog fra P. 48 til P. 188; Borrings Grammatik repe-
teret Formleren.

Religion (Wesenberg). Pontoppidans Forklaring repcteret 1ste Part; Herslebs Bibelhistorie
fra det nye Testamentes 4de Periode til Apostlernes Historic, samt repeteret forfra til 2den
Periode incl.

Historie (Bdodtker). “Norges, Sveriges og Danmarks Historie. Ikortfattet Udtog af Munch.«
Desuden er det i forrige Skolcaar Leste (n@sten hele den nyere Historie efter Lassens: “De
merkeligste Personers Levnetsbeskrivelse o. s. v.“) i storre Pensa rckapituleret.

Geografi (Bidtker). Af Platous Udtog for Mcllemklasserne: “Europa“ og de europwiske
Lande, hvoraf omtrent Halvparten er Repctition af det i forrige Skolcaar Laste.
Arithmetik (drentz). Holmboes Arithmetik er gjennemggaet til Kapitlet o Potentser og
Rodder med Forbigaaen af Leren om Kjaedebroker, samt Ovelser anstillede i Oplosning af
Ligninger i 1ste Grad.

Geomeclri (dArentz). Holmboes Geometri til Kapitlet om Liniers Forhold.

2den Klasse.

Norsk (drentz). Mundtlige og skriftlige prakliske Ovelser, hvorhos 22 af hver Discipel
udarbeidede Stiilovelser ere gjennemgaaede.

Latin (Stoltenberg). Corn. Nep., fra Iphicrates incl. indtil Enden. Repeteret Bugges Gram-
matik fra Begyndelsen til 13de Capitel al Syntaxen incl. Derhos ere 60 af enhver Discipel
udarbeidede Stile gjennemgaaede.

Gresk (Arents). Langes Lesebog til P. 110, den paradigmatiske Deel af Grammatiken.
Tydsk (Wesenberg). IHallagers Lescbog fra P. 183 til P. 280; Smiths Grammatik fra Be-
gyndelsen til 2den Konjugation.

Religion (Wesenberg). Pontoppidans Forklaring repeteret 1ste Part; Herslebs stirre Bi-
belhistorie fra det nye Testamentes 4de Periode til Apostlernes Historie samt repeterct forfra
til 2den Periode incl. \

Historie (Bddtker). “Norges, Sveriges og Danmarks Historie. [kortfattet Udtog. Af Musich.“
Desuden er det i forrige Skoleaar Laste (nxsten hele den nyere Historie efter Lassens: “De
maerkeligste Personers Levnetsbeskrivelse o. s. v.“) i storre Pensa rekapituleret.

Geograli (Bidtker). Af Platous Udlog for Mcllemklasserne: “Europa“ og de curopaziske
Lande, hvoraf omtrent Halvparten er Repetition af det i forrige Skoleaar Laste.
Arithmetik (Arents). Praktiske Ovelscr.

Geometri (Arentz). Holmboes Geometri til Kapitlet om Cirkler.

-~ A .



1ste Klasse.
Norsk (Bidtker). De letteste Dele af Museus’s: “det norske Sprogs Grammatik¥, norsk
Analyse af Bergs og Wergelands norske Lesebogs 1ste Deel, samt c. 30 Retskrivningsovelser,
deels efter Diktat, deels efter Oplesning af en eller anden Fortelling, deels Beskrivelser cller, .
Fortzllinger ganske paa egen Haand.
- Co Latin (Stoltenberg). Briders Lasebog, fra 1ste Bog 3die Kap. incl. til Enden samt 27 Styk- -
\ ' ker af Briders Lectiones. Briders mindre Grammatik repeteret Formleren.
o Religion (Wesenberg). Pontoppidans Forklaring, repeteret den sidste Deel af 1ste Part
samt 2den Part; Herslebs mindre Bibelhistorie repeteret.
Historie (Bodtker). Fayes Udtog af Norges Historie, samt af Lassens: “De markeligste
Personers etc.“ den nyere Historie indtil Elisabeths Dod 1603. Desuden den gamle og Mid-
delalderens Historie (det i forrige Skoleaar Leste) paany opfrisket i Erindringen.
Geografi (Bidtker). Platous Udtog — 1842.
Regning (Arentz). Praktiske Ovelser.

D. Til Universitetet afgaaer i indeverende Aar een Discipel, nemlig
Jens Georg Wilhelm Paludan, 19 Aar gammel, Son af afdéde Foged Paludan.

Den offentlige Examen i denne Skole tager sin Begyndelse Thorsdagen den 11ite Juli forst-
kommende og afholdes efter vedfoiede Tabel. Til at bivaane denne, har jeg herved den Are,
paa Medlereres og egne Yegne at indbyde Enhver, der interesserer sig for Skolens Anliggender.

Skiens lerde Skole, den 23de Juni 1850.

Musceus.
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Tabel,

|
xareftendden offentlige Examen afholdes i Skiens_slaerdg‘ Skole i Juli 1850.
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Formiddag. =

Ettermiddag.

S rtandag, den 8de.

gde "Klasse.
die’ — -
2den — - Norsk.

iste —

* 'Tirsdag, den 9de.

4de Klasse.
3die —
2den —

"9AQIg SIPLLIS

Latinsk Stiil.

Onsdag, den 10de.

4de Klasse.

3die —
2den —

% Latinsk Oversattelse.

Thorsdag, den 11te.

4de Klasse.
2den —
1ste —

Gresk.
Arithmetik.
Latin.

4de Klasse.

3die —

Fransk.
Historie.

Fredag, den 12te.

3die Klasse.
2den —
Iste —

.Gresk.

Historie.
Religion.

4de Klasse.

3die —

Historie.
Religion.

Loverdag, den13de.

4de Klasse.
2den —
iste —

Latin.
Latin.
Norsk.

Mandag, den 15de.

4de Klasse.
2den —
1ste —

Geografi.
Tydsk.
Regning.

4de Klasse.

Arithmetik.

Tirsdag, den 16de.

3die Klasse.
2den —
1ste —

Fransk.
Gresk.
Historie.

4de Klasse.

3die -—

Tydsk.
Arithmetik.

Onsdag, den 17de.

3die Klasse.
2den —

Latin.
Geografi og Skrivning.

Thorsdag,den 18de.

4de Klasse.
3die —
iste —

Hebraisk.
Geometri.
Geografi og Skrivning.

4de Klasse.

3die —

Geometri.
Tydsk.

Fredag, den 19de.

3die Klasse.
2den —

Geografi og Skrivning.
Religion.

4de Klasse.

Religion.

Tirsdag den 23de,

Examen begynder

Formiddag KI. 9, ville de Disciplene tildeelte Karakterer vorde opleste.

om Formiddagen Kl. 9, om Eftermiddagen KI. 3.




